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RESUMEN

El comportamiento de masas liguidas en ingravidez es
sorprendente; su estudio, complicado. Desde el siglo pasado se
viene estudiando de un modo tedérico el comportamiento de masas
liguidas aisladas (principalmente impulsado por la astrofisica)
y el de masas liquidas mantenidas entre dos superficies sélidas o
"zonas flotantes" (impulsado por la tecnologia de purificacidén de
metales semiconductores por crecimiento cristalino).

A primeros de los afios 70 y en el marco de las posibi-
lidades que se abrian en Europa para la experimentacidédn en ingra-
videz con el proyecto de laboratorio espacial SPACELAB, el Profe-
sor Da Riva se interesd en el estudio de las =zonas liquidas flo-
tantes. Al finalizar mis estudios de ingenieria en 1975 y habien-
do ya trabajado més de un afio bajo su direccidn, pasé a colaborar
en estas investigaciones.

El trabajo en estos dos afios y medio ha sido importante:
produccidén de una pelicula documental sobre el comportamiento de
las zonas flotantes (Febrero 76), presentacidédn de un articulo en el
2° Simposium de Ciencia de los Materiales en el Espacio (Italia,
Abril 76), presentacidédn de un articulo en la XX Asamblea Plenaria
de la COSPAR (Israel, Junio 77), conferencias, etc.

El campo que abarcan estos estudios es muy amplio: hi-
drostédtica de las zonas flotantes, movimientos forzados, movimien-

tos libres, experimentacidédn en ingravidez, simulacidén en tierra,



etc. Algunas importantes conclusiones derivadas del anadlisis de la
hidrostatica (equilibrio y estabilidad estdtica) han dado origen a
esta Tesis, en donde se ha tratado de completar dichos hallazgos
con un estudio méds ordenado y metdédico de la hidrostéatica de las
zonas flotantes.

Si hubiera que sefialar el logro més importante que pre-
senta esta Tesis, apuntariamos que tal vez sea el de mostrar que no
era acertado el criterio de estabilidad de las formas no tilin-
dricas (en particular la zona catenoide) que se suponia antes.

Estos estudios se continuaran y trataran de proporcionar
una teoria que sirva para la interpretacidédn de los experimen tos
que se van a realizar en la Primera Misidén Spacelab (1980) y que
permita asesorar a los utilizadores de zonas flotantes a la par

que profundizar en el conocimiento de la mecanica de liquidos.
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LISTA DE SIMBOLOS

Numero de Bond: C = 2 @

D, Didmetro de los discos soporte.

E , Energia (de presidén més de superficie).
Nimero de Ekman: E = V/QR®

G, Aceleracidn gravitatoria o inercial.

L, Longitud de la zona.

P, Presidén absoluta.

R, Radio de los discos soporte.

T, Energia cinética.

U, Energia potencial.

v, Volumen de liquido en la zona.

a, Radio adimensional de los discos soporte: a = R/L.
b, Paradmetro de la familia de catenoides definida en (23)
Cap. 2°.

c, Curvatura local adimensionalizada con la longitud de la
zona.

e, Energia adimensional reducida (ver Tabla 1.1).

g , Aceleracidén de la gravedad (o inercial) adimensional:
g = PGL?/o
m , Pardmetro definidor de la curva de la seccidén meridiana,

definido en (17) Cap. 1.
Modo azimutal definido en (35) Cap. 2.

n , Modo longitudinal definido en (35) Cap. 2.



Presidén relativa en el origen: p = (P, — Pa) L/co
Radio de la superficie de una zona adimensionalizado
con L .

Superficie adimensional reducida (ver Tabla 1.1).
Tiempo adimensionalizado con Q'

Velocidad radial adimensionalizada con QR.
Velocidad azimutal adimens ionalizada con QR.
Volumen adimensional de la zona: v = V/L°.

Volumen adimensional reducido (ver Tabla 1.1).
Velocidad longitudinal adimensionalizada con QR.
Coordenada longitudinal adimensionalizada con L.

Coordenada adimensional longitudinal reducida (ver Tabla

Coordenada transversal adimensionalizada con L.

Coordenada adimensional transversal reducida (ver Tabla

1.1).
Coordenada longitudinal adimensionalizada con L.

Velocidad angular de rotacién de la zona.

Pardmetro definidor del tipo de curva meridiana (ver Tabla 1.1).

Sobrepresién definida en (41) Cap. 1.
Angulo de la tangente con el eje.

Pardmetro pequefio segun definicidén (43) &6 (53) Cap. 1.



Deformacién respecto al cilindro segun definicidén (38)
6 (54) Cap. 1 & (35) Cap. 2.

Angulo de contacto sélido-liquido-gas. Coordenada azi-
mutal

Multiplicador de Lagrange (en nuestro caso coincide con
la presidn adimensional) .

Viscosidad cinemédtica del liquido: V = y/p.
Separacién respecto al cilindro: £ = (r-1)/+Eet/2.

Densidad del ligquido. Deformacidén respecto al cilindro,
definido en (49) Cap, 1.
Coeficiente de tensidén superficial liquido-gas.
Tiempo adimensional ampliado: T = t/e¢.

Funcidén de Euler definida en (8) Cap. 1.

Parametro generador de las curvas meridianas (ver Tabla

1.1)
Velocidad de rotacién adimensional: o =V (pQ’L%) /o)



| NTRODUCCI ON

Se va a tratar aqui del analisis del equilibrio y la es-
tabilidad de las zonas |iquidas mantenidas en ingravidez entre -
dos di scos coaxi al es, basédndonos en la teoria de la tensiodn super-
ficial desarrollada por Young y Laplace a finales del siglo XMII.

Este anélisis fue iniciado ya por Lord Rayleigh a fina-
les del siglo pasado (en Alemania tanmbién se trabajo en este te-
ma) con el estudio de la estabilidad de chorros cilindricos, pe-
ro no fue sino a partir de |os afos 50 cuando enpezaron a proli-
ferar articulos sobre |las zonas liquidas flotantes. Desgraciada-
mente |la gravedad enmascara |os ensayos realizados con zonas |i-
quidas en la tierra. Plateau, a nediados del siglo pasado, ideé
la técnica del bafio isocoro o de flotabilidad neutra, que también
se conoce bajo su nonmbre. La sola belleza de estos experinmentos
e merecieran ya suficientes honores si no se aunase a un profun-
do estudio sobre las formas de las superficies libres de equili-
brio que nosotros no henps tratado mas que de clasificar y resu-
mr en la prinmera parte de esta obra.

La técnica de sinulacion de ingravidez de Plateau, con
ser la mas antigua, es la mejor, pese a que apenas si sirve para
estudi os dinamcos. Oras técnicas utilizadas: suspensioén elec-
trostatica, suspension acustica, etc., inponen tales limtacio-
nes (debidas principalnente al gradiente del canmpo que oponen al
gravitatorio) que su uso es escaso. La ingravidez conseguida en

torres de caida libre dura demasi ado poco para ser aprovechable.



Es con el vuelo parabélico de aviones (unos 20 segundos), con el
uso de cohetes estratosféricos (unos 20 m nutos) y, sobre todo, -
con las inigual ables condiciones del vuelo orbital, con lo que -
ha sido posible una experinmentaci 6n m nuci osa y apropi ada.

Los prinmeros ensayos con zonas |iquidas flotantes en -
condi ciones orbitales fueron |levados a cabo en el |aboratorio -
espacial Skylab 1V (1974), estando previsto un intenso prograna
de ensayos a bordo del Spacelab | para 1980, en el que va a par-
ticipar este centro (LAMF) realizando una serie de experinmentos
sobre las formas de equilibrio, los limtes de estabilidad y la

dinam ca interna de zonas |iquidas flotantes.



CAPI'TULO 1
CONFI GURACI ON DE EQUILIBRIO DE UNA ZONA LIQUIDA FLOTANTE

ENTRE DOS DI SCOS COAXI ALES



1. CONFI GURACI ON DE EQUILIBRIO DE UNA ZONA LI QU DA FLOTANTE EN-

TRE DOS DI SCOS COAXI ALES.

1.1. HI POTESI S GENERALES

Se considera una zona liquida conprendida entre dos
di scos coaxiales y rodeada de un gas de densidad nucho nenor que
la del liquido y que se supondra despreciable frente a ésta.

Las propi edades de la superficie de separacién [|] se
consi deran uni fornes.

Salvo en el apartado 1.5 en que se tiene en cuenta el
efecto de mcrogravedad transversal, a lo largo de todo el estu-
di o, se supondra que las acciones son axilsimétricas; es decir,
gue, tanto las condiciones de contorno, conp |las fuerzas masicas
actuantes,son las msmas en todo plano neridi ano. Basandonos en
esta hi pétesis, supondrenps que la forma de la superficie de equi-
librio es, asi m smp, axilsimétrica.

La zona puede estar sometida a una velocidad de giro -
uni forme alrededor del eje, ya que, en réginen estacionario, equi-
valdria a un movinm ento cono sélido rigido.

El angul o de contacto solido-I|iquido-gas, 6. es constan-

te para cada pareja sOlido-1iquido.

LIQUIDO * - g GAS
T T E TG
SOLIDO

Fig. 1.1. Angulo de contacto so6lido-Iiquido-gas



En este estudio de las formas de equilibrio, no se tie-
nen en cuenta la estabilidad, sino la posibilidad de que pueda e-
xistir equilibrio bajo las condiciones prescritas.

La Fig. 1.2 nuestra esquematicanente |a configuracion

de la zona y sus parametros caracteristicos.

Fig. 1.2. Esquema de una zona fl otante.

1.2. PLANTEAM ENTO MATEMATI CO

Se pueden seguir dos procedi m entos:
Met odo de la curvatura

Expresando la condicidén de equilibrio local de presiones
(ecuaci6bn de la hidrostatica) en la superficie de separaci on |iqui-
do-gas obtenenns la ecuaci 6n diferencial que gobierna la forma de
equilibrio; esto es: curvatura total proporcional al salto de pre-
siones de uno a otro fluido.

En la Fig. 1.3. se da un esquemn para el calculo de la

curvatura total en superficies de revol ucidn.



U y"
o (1+y'2)3/2

1 -1
y T yQ+y'2)72
1 1
c = r—m'l'-rr—

Fig. 1.3. Calculo de la curvatura total en superficies
de revol uci 6n.

La ecuaci 6n que resulta es la siguiente:

y ! 2 2 _ :
— : e - Wy g I 0 (1)

efecto efecto caida de pre-
gravita- s10n desde el
torio origen a la at

mosfera

siendo v(x) la seccion neridiana de la superficie de equilibrio,
2.3

W = ,517§— la relacién entre la frecuencia del giro y una frecuen-
cia caracteristica, g la relacién entre la presién hidrostatica y
la presion capilar, y p la relacion entre la diferencia de presion
desde el punto origen a la atmisfera circundante y la presién ca-

pilar.'
Compl etan el planteam ento matemati co del problema, |as

condi ciones en los dos |limtes, que son:




[x =0
una de estas dos en una P laca l
o | - _pto I
v = =gt '.U 5 |
|x =0 [
(2)
[ \.’ - _l I_
|| . ‘ X =1 L
y otra de estas dos en la otra
‘r"[ _1—-."([‘01 J
X =1
segun que el liquido Ilegue o no al borde del disco, en cada caso.

Nor mal nente sera 6= 6 Para determinar la forma de equilibrio es

1

necesario, ademas, saber de antemano el volumen de |iquido conte-

ni do:

Mét odo vari aci onal

La sinplicidad del método anterior, radica en que el -
cadlculo de la curvatura local y su expresioén en un sistema de coor
denadas fijo son nuy sencillos. Para configuraciones no axilsimé-
tricas, el analisis habria de hacerse en coordenadas curvilineas
intrinsecas [2] y su tratam ento resulta inabordable.

En cambi o, el método variacional nos sirve en cual quier
caso, Yy, pese a que las dificultades inherentes a la no-axilsine-
tria po desaparecen, este ultino método nos facilita un tratam en

to mas tipificado.



Se trata, sinmplemente, de establecer que el potencial
cinético del sistema ha de ser extremal (principio de Ham lton de

la necanica clésica de sistemn conservativos).

T - U = extremal, (4)

siendo Ty U las energias cinética y potencial, respectivanente,

y gue se calculan con l|as formulas

Teniendo en cuenta que el volumen ha de ser dato,

—_— =T Y dx 5 (7 )

podenops construir la funcidén de Euler, @, en la forma

1

| i = 2 : (8)
2 3
J :}IJ J.J
(8]
vy la ecuaci 6n de Eul er,
d¢ d L) o l
dy ~ dx [%'] = 0 ’ (8

que nos daré la ecuaci 6n diferencial de segundo grado (1), resul-

tando que A, el multiplicador de Lagrange, coincide con p.



1.3. SOLUCI ONES EXACTAS

Comb es obvio, no existe solucién general para |la ecua-
cion diferencial (1), y la Unica manera de obtener |la solucién pa-
ra un problema concreto es a base de céalculo numérico, presentan-
dose, en cual quier caso, nunerosos problemas de estabilidad y con-
vergenci a; algunos de estos resultados pueden encontrarse en | a-
Ref.[3].

Uno de |os grandes problemas en el coénputo numérico es
que se ha de trabajar con curvaturas de funciones miltiples (no-
univocas), ya que, conp se aprecia en el ejemplo de la Fig. 1.4,
unas m smas placas, con unas m smas condiciones en los limtes, y
un msno vol umen, pueden dar |ugar, cuando menos, a dos sol ucio-

nes di stintas.

BORDES ANCLADOS BORDES LIBRES

Fig. 1.4. Ejenplo de la no unicidad de la forma de
equilibrio.

Cunpliendo ciertas hipo6tesis restrictivas, |leganpns a

soluciones analiticas sencillas entre las que cabe mencionar el



10

cilindro, la esfera, la catenoide, la onduloide y lIa nodoide.

Con |l a gravedad actuando axi al mente no se conocen sol u-
ciones analiticas, asi que, para profundizar algo en este estudio,
no |la considerarenos actuando nada nas que en el apartado 1.5. -
Alin asi, la Unica solucion analitica conocida con la zona en ro-
tacion es el cilindro; las demds conducen a integrales hiperelip-
ticas, por o que releganmps tanmbi én al apartado 1.5 su efecto, vy
pasanps a estudiar las. sol uciones exactas para zonas |iquidas flo-

tantes, no giratorias, en ingravidez.

1.4. SOLUCI ON EXACTA PARA ZONAS NO Gl RATORI AS Y EN | NGRAVI DEZ

El problema planteado se reduce a la ecuaci én diferen-

cial adi mensi onal

o 1
, 1

. 2372 T iJz T E=E a L1019
(1+y'") yli+y* ™)
con las condiciones de contorno
l~, — - Cl_
@]
®x =0U
|5
y! =-cteg b
x=0 =
./ = (4‘;‘.)
')f = d.,
XxX=1
£ 0
/! = ctgh,
y ) gY4
%=1
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y el volumen conocido

En esta formul aci 6n aparece un paranmetro interno, p,
gue, una vez resuelta la ecuacién diferencial (10) cunpliéndol as
condiciones en los limtes prescritas, (11), se determ na con ayu-
da de la ecuaci6n (12).

El problema, asi planteado, es nmuy dificil de manejar,

por 1o que se optd por atacarlo del nmpdo siguiente:

el im nado el parédmetro p de la ecuacion diferencial
medi ante un canbio de escala en |as coordenadas

- cal cul andol acurvay(x) "desdenenosinfinitoamasinfinito"; esdecir,

noi nmponi endol ascondi ci onesdecont ornoenl osdi s-
cos

- buscando la porcidn de curva que satisface nuestras

condi ci ones particulares en los linites

- obteniendo la verdadera magnitud de la zona a partir

del valor del volumen de I|iquido confinado.

Este es el método mas intuitivo, y, pese a que la fornu-
laci 6n es |la mas adecuada para el cénmputo numérico, vanmps a seguir
una variante, con la Unica ventaja de que las representaci ones gréa-
ficas dan una visién de conjunto mas cl ara.

Si consideranpns la seccién neridiana de |la superficie-

de equilibrio, y(x), conmp una porcién de la soluci6on general (des-



de menos infinito a mas infinito) de 1la ecuacidn diferencial sin

condiciones limite ("sin discos"), y nos ceflimos al estudio de estas
curvas '"continentes" (que contienen la solucidn), veremos dgue se
trata de funciones periddicas.
Para ello, integramos una vez la ecuacidn diferencial
(10) (como se harad después), y representamos la variacidén de y'(x) en
funcién de y(x) (plano de las fases), observando que se trata de
curvas cerradas; es decir, ciclicas (salvo en el caso p = 0, en que
s6lo hay un minimo). Las funciones y(x) son, ademds de periddicas,

simétricas, por lo gue basta conocer un semiperiodo para su completa

determinacidn.

Tomemos el origen del eje x en la interseccidén del plano
ventral (donde se presenta un maximo) con el eje de revolucidn. Como
queda dicho, s6lo no es valido para p =0, pero este caso es muy

sencillo de estudiar aparte,

Hagamos un cambio de escala de tal forma que la cota ventral (el valor maximo de y(x),

ym ), sea la unidad.

El problema queda en la forma siguiente:
— 1 — - s
(143123312 (a4y12)1/7 v Pyy =P o (13)
Y J . ) (14)
X=0
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Al carecer de térmno en X, la ecuacio6n diferencial (13)
es integrable una vez. Sea y el éangulo que la tangente a la curva

y(x) forma con el eje X, se tendra

’.
y' =tgy 1+y' =1/cos”Y 5 (16)

y la ecuaci 6n (13) pasara a ser

1 l'] 5 . , . F ey
= yd—y(yl-da Y)‘fl'\,M"U s (17)

gue, integrada con las condiciones (14) y (15 nos da
cosy =gt (y-Lyed (18)

Esta ecuaci 6n representa dos tipos de curvas: unas que
no cortan al eje y (el coseno no Ilega nunca a anul arse, véase -
Fig. 1.5), y otras que si llegan a cortar. Las prinmeras se nueven

desde y =1 h a y-= 3 -1 Las segundas van desde y = 1 hasta
PYM

y = = Pero el intervalo de validez de la férnmula (18) es
O<;z<—¢r}2W gque la ecuaci 6n (1) se obtuvo suponiendo que el -
el emento de superficie dejaba el liquido en la parte préxim al

eje. A partir de ahi, el liquido queda por "fuera" de la superfi-

cie (la parte mas alejada al eje), y habrenpos de poner -p en |u-

gar de p, para poder seguir construyendo la curva desde Y=

hasta y = — -1,

PY M
LIl amando m a este valor mninm (dnico paranetro de la

sol uci on)
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Mm=e——-=1 s (19)

se han representado en la Fig. 1.5 las distintas curvas del plano

cosY

Fig. 1.5. Plano- de las fases del problema (13)-(14)-(15).
- - - -tomando conp unidad la y maxi ma

------- tomando cono unidad la y m nim

a, Punto correspondiente a la forma cilindrica

b, Curva divisoria correspondiente a la form
esférica

c, Curva divisoria correspondiente a la forma
limte bidimensional

d, Curva divisoria correspondiente a la form
de cat enoi de.
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de las fases del problema (13-14-15). Para obtener una visioén mas
conpl eta, se ha duplicado toda |la representaci 6n, una vez divi-
diendo por la y maxima (conp venimos diciendo), y otra dividien-

do por la y mninma.

Expresi 6n analitica de la superficie

Despejando y' de (18) teniendo en cuenta (16), obtene-

[y
y' = - {%J < 4 , (20)
Ly

esto es,

Y 2
X == | e —dy . (21)
_I\—(‘yl = 1Y (YY" = m™)
Esta es una cuadratura eliptica, y puede ponerse en fun-
cion de las integrales elipticas de primera y segunda especie, F
y E,

e [ o o d
)

| (1 - sen’ flsul"."rl.p)- dy E = (1 - senzuscnzkp)]/“ﬂzjkp, (22)

@] Q
con el cambio de vari abl es

2 2 2 1-y° :
sen o = 1-m sen" = -—-—% . (23)

l-m

La sol uci on es
X=cosafF(P,a)+EW,a) " (2u)

y el sem periodo, X, vendra dado por



16

X = cos a F(z,a) + E(5,a) ; (25)

£

En la Fig. 1.6 se ha representado la funciodn y(x) en un
sem periodo para varios valores del paranmetro m
Convi ene tener también las expresiones del volunmeny la

superficie desde la seccion ventral a una genérica

2 . 2 y2+m dy
AN -yt

<
1]
—
>
e =
ah
>
i
s
~
—
3
o
—

- )
AJ 2 m)y” .
S=2n| Yy Vi+y'"dx = 27 g3 ey =—dy " 2% )

| y\r- (}’2-1)(y?—nl")

gue resultan ser

i 2 2 2 2
vV = r[-.;en a senP cosP Yl-sen o sen p-cos o F(p,a) +
3
(28)
- L2 5% :
+ (2cos“a + 3cosa +2) E(WP,a)] ,
S =2m(1 +cos o) E(P,a) ? (29)

Puesto que se han duplicado al gunas representaci ones
tomando como unidad el valor mnino de la funcidn (en |ugar del
maxi mo), en la Tabla 1.1 se incluyen los resultados que se obten
drian, con el fin de que este analisis resulte mas conpleto (apar
te de la fiabilidad que supone disponer de un nmétodo de conproba-
ci 6n de resul tados).

Para pasar de estas expresiones-reducidas a l|los valores
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Tabla 1.1. Formulario resumen de las formas de equilibrioc

Expresién paramérrica de la scvccidn meridiana de la superficie de equilibrio:

a)t x = |cos u Flp,a) +E(p,a)]

|ces o [r(u/2,a) - Flp,a) + E(1/2,a) = E(tp,u.)]I

cos o

b)f x =

vV ? 2
a) y = 1 -sen” asen

N
l - sen @ sen P I

cos a

L) oy = |

Volumen encerrado hasta una seccidén genérica:

a) v = «2— | sen’a sen\ ru:ille-SEﬂ?u senz\p - cos’a Flg,a) +

¢ (2evs’ @+ 3 cosa+ 2)E(,a) ]|

b) vV = | -sun2user|lpuu:;\p 1~sen? a senglﬁ- cos"’a [ f‘{:},&) -Flp,a)] +

(A

v (Qcosaa + 3cosa +2) [ E[-,},Cl)- E( ,Q}]/cosaa

Superficie laterul hasta una seccidén genérica:

a) 5

21(1 + cosa)E(y,a)

201+ cosa) [ECr/2a)-L(P,a)]

cos a

b) s =

Energia (de presién + de superficie) hasta una seccién genérica:

a) @ 5 p——m—— S

2 i
¥) e = ;o oosa veesa s

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

a), Valores a partir de la seccién ventral reducidos con y, El

vi ene dado por a, siendo m=cos «q.

b), Valores a partir de la seccio6n nodal, reducidos con yn,. E
viene dado por a, siendo m= 1/cos a

tipo de curva

tipo de curva
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de las magnitudes deseadas (esbeltez D/L, volumen V y energia E)

hay que inponer la condicién de escala, es decir, que en la rea-

, . . 1
lidad, la columa est& conprendida entre - =.

r| =

< XK

1.5. SOLUCI ON APROXI MADA PARA ZONAS CASI Cl LI NDRI CAS

Sabenpns que la superficie cilindrica de revol uci 6n es
una de las posibles formas de equilibrio de una zona flotante,

incluso con rotacién.

La zona cilindrica

Una zona cilindrica puede presentarse en los tres ca-

sos ideales siguientes (ver Fig. 1.7):

Fig. 1.7. Casos sinples de zona cilindrica.

a) Cuando el angulo de contacto |iquido-sdélido-gas es
de 90°. En este caso, para cual quier volumen, la zona serd cilin-
drica si el liquido no alcanza el borde. No inporta si los dis-
cos son desigual es.

b) Cuando el &ngulo de contacto es nmenor de 90°, (Ili-
guido que moja), existe un volunen de liquido para el cual, con

anbos di scos iguales, se formara una zona cilindrica.
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c) Para éangul os de contacto mayores de 90°, (liquido -
gue no moja), es necesario que |los discos tengan reborde (ver -
Fig. 1.7.c) para que pueda existir zona cilindrica, la cual solo
lo serd para un volunen apropiado.

Puede darse, claro esta, algun caso conbi nado de l|los -
anteriores.

Ahora estamps interesados en obtener una expresién ana
litica sencilla de las formas casi cilindricas. Esta desviacion
puede ser debida a nmuchas causas, de las cuales vanmps a analizar
las mAs conmunes, separadanente, pues la linealidad del analisis
(con las m smas condiciones en los |limtes), nos permtira apli-

car el principio de superposicion.

Def or maci 6n por exceso de volumen de |iquido

En las zonas cilindricas normales (casos b y ¢ de la -
Fig. 1.7), una diferencia en volunmen respecto al del cilindro pro
duce una deformaci 6n en forma de huso o en forma de barril, seguin
haya defecto o exceso de |iquido, respectivanmente. En cual quier -
caso, si admitimps que la zona sigue siendo axisinetrica, podenps

hacer uso de la ecuacién (1), la cual, tomando

y(x) =al[1+en(x)] con g €< 1 5 (38)

y reteniendo solanmente térm nos de orden &, pasa a ser

(39)
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siendo a el radio "modificado" por la rotacion

0w
u=a(1+'2ua‘aj) 1/2 , (40)

y & la diferencia de presion respecto a la del cilindro, conve-
ni entenmente escal ada, de forma que la presion en el eje (es cons-

tante) sea

-w a +€aPf . (41)

El parametro de linealizacion ,s, es el exceso relati-

vo de volumen de liquido en la zona

La ecuaci 6n diferencial (39) con condiciones de contor-
no homogéneas (bordes ancl ados), tiene por solucioén

2 1-%
se !'1','.1—&— s Belrmmr

2 20 & R
(43)

n=

El calculo anterior no es valido si a=1/2m. En el capitul o siguien
te se verd que ese es un limte de estabilidad, estando indeter-
mnada la forma de la zona (en este analisis lineal).

La deformada, (43), es del tipo esperado, con val or ma-
xim en mtad del intervalo. Para el manejo de zonas fl otantes,
es inportante tener en cuenta esta deformaci 6n maxi ma, que, adi-
mensi onal i zada conmp sienpre con la longitud de la zona, podenos

poner
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1 1
= a(1 v-Ta Tees 20 ) (44)
Yy =8ttt/ 1 1 :
Ta 4sen— - 2cos—
2q 20

En la Fig. 1.8 se presenta este resultado del analisis l|ineal jun-
to con el valor exacto, calculado con ayuda de la ecuaci 6n (30).
Se han hecho los cé&lculos con a=.5(D/L= 1), pero la -
influencia de a es despreciable (la pendiente) en el origen, por
ej enpl o, pasa de ser .763 para DL =1 a ser .865 para DL= .u).
Como el efecto de la rotacién es simlar a una reducci 6n del va-
lor de a (ver (40)), la rotacion apenas modifica la forna de I|as

zonas casi cilindricas.

>
I ‘ ] | /7
a yM o Ve
T ) R fy— @ //
a >
P
s
L L
| | | 0 | I \
-6 = =2 0 2 4 .6
__v-Tta?
a2
VY
// -2
P&
7
Ve
e SOLUCION EXACTA
AN — —— SOLUCION APROXIMADA

Fig. 1.8. Cota maxi ma de una zona con volunmen |igeranente
diferente al de una zona cilindrica. Zona no gi-
ratoria, a=.5.
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Def ormaci 6n por gravedad axi al

Consi derenns una zona liquida en rotaci6n, que, en au-
sencia de otros efectos mas que la tension superficial y las con
di ciones de nojado en los discos, tuviese forma cilindrica. Es-
intuitivo que si la sonetenmps a un canpo gravitatorio (o cual quier
otra acel eraci 6n constante) en direcci 6n axial, la zona se defor-
mar &, tomando el aspecto de anfora (o de botella, si se trata de
caso a) de la Fig. 1.7). Si l|la gravedad es pequefia, podenps supo-
ner que la deformaci 6n es tanbi én pequefia, y ensayar soluciones,

al igual que en el caso anterior, de la fornma

y(x)=al[1+en(x)] £ << 1 i (45)

La ecuaci 6n (1) ya linealizada, se reduce a

r|”‘l"'—'§‘ nN+x+p=90 - (46)
Q
donde o y B fueron introducidos en (40) y (41), y se ha tomado
como paranetro de linealizacion |la gravedad, de tal npdo que se

verifica

oy

= Ea 2 (47)

A la ecuaci 6n (46) hay que afiadir |as condiciones de
contorno apropi adas. Por ejenplo, para el caso de zona con bor-

des ancl ados, #(0) =n(l1) = 0 yv la condiciédn de conservaci 6n del vo-
rl
lumen | ndx = 0, hecho todo lo cual, resulta

fs
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1-2x
0‘.2 sen 7o
n:—2—(1-2x-——1—) i (48)
sen Y
20

El valor mAxino se presenta en |la seccion

i R s it
X/ ==~(14+2a arcos (2a sen :-]—_)_) " [49)
| L Z0
M
La deformda, n, antisimétrica respecto a |la secciodn
central. En la Fig. 1.9 se representa la maxim cota y |a seccidn

en que se produce, anbas en funcion de la esheltez de la zona, no

di ficada por efecto de la rotaci6n.

2 | [ | I I T 0
| X
|
| GL Y yM
15 | A ~.25
.'—J
Y @ |
x102 :
ag | |
I e i - 05
|
|
|
sL | 75
|
0 I | l | 1 I | 1
0 2 A .6 .8 _E%(szzaa)—uz 12

Fig. 1.9. Cota maxima de una zona inicialmente cilindri-

ca expuesta a una gravedad axial, y seccid6n don-
de tiene |ugar .

Def ormaci 6n por gravedad transversal

Para poder tener en cuenta |a deformaci 6n que produce



25

en una zona inicialnmente cilindrica, la accion de un canpo gravi-
tatorio cual qui era, supuesto de pequefia intensidad para poder |i-
nealizar y superponer el efecto de |las conponentes axial y trans-
versal, nos falta analizar este ultino efecto. Obvianente, la for-
ma resultante ya no va a ser axilsimétrica, sino que se combara -
en el sentido de la gravedad. La ecuacién (1) ya no es valida. Pos-
ponenps hasta el capitulo siguiente |la obtencion de una ecuaci 6n
simlar para formas no axilsi métricas; aqui, introducirenos direc-
tamente la expresion de la curvatura total de una superficie casi

cilindrica (aproximacién lineal). Sea la superficie

r(z,9) =al1-ep(z,9)] g4< 1 ; (50)

la curvatura total es, aproxi mdamente, en coordenadas cilindri

cas (r,p,z ) ,

p) 3 (51)

La presion en el origen no variara, asi que, puesto que
la conponente de l|la aceleracién fiormal a la superficie varia con
el cos ¢ (tomando como referencia la direccidén y sentido de la gra
vedad), podenos escribir la ecuacién |inealizada del equilibrio -

cono

donde se ha tomado conmp paranetro de linealizacion
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siendog el valor adimensional de la conponente transversal de la
acel eraci 6nde |la gravedad.

La ecuaci 6n (52) sugiere el desarrollo

p=n(z) . cosy ] (54)

que, introducido en (52) nos da

n"+1=20 . (55)

| mponi endo | a condici 6n de bordes anclados en los dis-
:0s (la unica configuraci 6n capaz de soportar cargas transversa-

| es), obtenenps |a solucion

n :Eii;il ) (56)

J
“

N6t ese que no ha hecho falta inmponer la conservaci 6n del vol unmen,
por venir inplicita en el desarrollo (54).

El valor de la cota maxima de la forma deformada es:

nmax - 8 * (57)
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NOTA ANEXA

Una vez finalizada la redacci 6n de este trabajo se han
encontrado un par de preguntas sin responder: ¢porqgué no se estu-
dia la presion? (apenas si aparece mencionada); ¢qué pasa si los
di scos soportes son de diametros diferentes?.

Se ha apuntado a veces l|la posible utilizacién de zonas
flotantes conp medi dores de presion relativa en las proxim dades
del cero (diferencias del orden de un pascal). Creenps que es mas
sencillo utilizar gotas para ese comnetido.

Oros intereses se centran en el estudio de l|la desvia-
cion de la forma de la superficie libre aqui considerada, debido
al efecto de las fuerzas nol ecul ares de interaccié6n solido-Iliqui-
do en los discos soporte, evaluada en térmnos de la "presion de
separaci 6n" (disjoining pressure).

Incluso se ha anunciado ya que se van a hacer experinmen-
tos en el espacio con zonas flotantes manteni das entre dos discos
desi gual es.

Todas estas consideraciones podrian haber merecido al-
guna explicacién en el texto. Tratarenmps de suplir aqui esa posi

ble deficiencia con estos dos conmentarios:

Pr esi ones: la presion, P , en una zona liquida en ingravidez y
sin rotacion es uniforme y vale

P = o

P - - <m<«< : St
0% Pa * TT¥mID._ RURARR e
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siendo P, la presion de |la atnosfera circundante, o
el coeficiente de tensién superficial, m el paréanetro
que define el tipo de curva (Fig. 1.6), y D el dia-

metro de la zona en el plano nmedio entre |os discos.

D scos desiguales: todas las formas posibles de la superficie li-

bre siguen siendo las de la Fig. 1.6, solo que el ori-
gen (el plano de simetria) ya no esta en el plano me-
dio entre los discos, sino mas cerca del disco peque-

fio (el mnim) o del disco grande (el maxi no).
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2. ESTABI LI DAD ESTATICA DE LA CONFI GURACI ON DE EQUI LI BRI O DE UNA

ZONA LI QUI DA FLOTANTE ENTRE DOS DI SCOS COAXI ALES.

2.1. | NTRODUCCI ON

Se trata de dar una estimacion de |la estabilidad de |as
formas de equilibrio, obtenidas en el capitulo anterior, desde un
punto de vista energético (probabilidad) y topol 6gico (posibili-
dad) de una zona liquida flotante sujeta a |las condiciones espe-
cificadas en el apartado 1.1. En otras pal abras: el planteanm ento
del equilibrio (apartado 1.2) nos ha conducido a un conjunto de -
soluciones de entre las cuales tenenps que elegir la "verdadera"

i nponi endo | a condici én de "fenomeno natural", es decir, que sien-

do |l a solucié6n accesi ble desde unas condi ciones realizabl es, sea

| a de nenor energia.

El fin que persigue este andlisis es el de delimtar -
Las posi bl es configuraciones de equilibrio, estableciendo limtes

de estabili dad estatica.

1.2. PLANTEAM ENTO

Enpecenps, para no conplicar la explicacion, |imtando
estos prinmeros apartados, al caso de zonas con bordes anclados no
sonetidas a mas acci 6n que |la tension superficial.

El estado de reposo de una zona liquida flotante pare-
ce, a prinmera vista, que puede definirse cono funci6on de dos uni-
-as variabl es adi nensi onal es

; tomando conmp unidad |a separacion

entrelos di scos, estas variables son:



- el radio de los discos

- el volumen de liquido en la zona.

Desgraci adamente, conp ya se indicé en el capitulo ante-
rior (ver Fig. 1.4) existen varias soluciones (en numero finito)
para el problema asi planteado; es decir, la funcion y(x,a,Vv) que-
dala curva generatriz de la superficie libre (de revolucion) es
mul tiforme.

El problema que vamps a analizar es el siguiente: para
un cierto radio de los discos (inpuesto a voluntad) ¢conp se pue-
de averiguar si existe alguna forma de equilibrio para un vol unen
dado? Y si existiesen varias posibilidades ¢conp se podria averi-
guar cual se presentaria en un ensayo real ?.

Los pasos que vanps a dar son, pues: delimtar el mar-
gen de vol danenes en los que "existe" configuracidon de equilibrio,
y, dentro de este margen, acotar |os valores que conducen a solu-

ci6n est abl e.

2.3. CAPACI DAD DE UNA ZONA EN REPOSO

Tomemos, hipotéticamente, una zona cilindrica de radio

ay volumen v = nma” . Es intuitivo pensar que si extraemos liguido
(por un orificio en un disco), la zona se ird extrangulando y |le-
gara un nonmento en que se ronpa, quedando dividido el Iliquido en

dos partes separadas, una en cada disco. LlIamarenos "volumen mni -

mp" de una zona, al volunmen en la situaci6n de rotura antes descri -

ta.
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En cambi o, no es nada intuitivo el proceso de |lenado
partiendo de la zona cilindrica ¢existira un volunen maxi mo?. Si,
ya que, al aunmentar el volunmen, va aunentando el angulo del Iiqui-
do en el borde y Ilegarda un nonmento en que se desborde, nojando
la superficie lateral e incluso la parte posterior del disco. To-

marenos cono val or maxi no de este é&angul o, 180° (Fig. 2.1).

LIQUIDD | -

clor e0eig

| SRR 2
POTNIIIIIIIIIIY

1

Fig. 2.1. Maxinm angulo considerado para delim -

tar la capaci dad de una zona.

Si en lugar del criterio anterior, se toma el de
0=270° 6 cualquier otro, variaria el valor del volumen maxinmo,
pero nmanteni endo sienmpre el misno conportam ento.

Venos, pues, que el limte superior del volunmen de Ii-
guido que puede contener una zona no es dificil de calcular y no
presenta particul ari dades notables, conb se vera enseguida.

En cuanto a la limtacién inferior (mnino volumen) el
caso es bastante diferente; el limte no viene en general inpues-
to por condiciones de "inpenetrabilidad" (Fig. 2.2) conp podria
aventurarse basado en la limtacion superior antes vista. Esta
limtacion es s6lo valida para zonas nmuy conpactas con angul o de

contacto solido-Iiquido-gas nulo.
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Fig. 2.2. Limte inferior del volunen contenido

en una zona conpacta de |iquido que np-
ja perfectanente.

Para zonas esbeltas el limte inferior no viene inpues-
to por este condicionante (valor inferior del éangulo en el borde),
sino que el volunmen pasa por un valor mninm para un angulo inter-
nedio. AUn mas, no existe soluciodn de equilibrio con angul os pe-
guefos. En particular, para una relacién DL = .22, el volumen ni-
nino resulta ser el de la forma cilindrica. Es necesario hacer
constar que se trata de un mnino relativo, ya que, por |la perio-
cidad de las funciones manejadas, las soluciones son miltiples

(en nunero finito) conob se esquematiza en la Fig. 2.3.

0 m

Fig. 2.3. Esquemn de los diferentes vol Gnenes que
pueden contener dos discos de dianetro
D y separaci 6n L, con D/L<<l, en funcidn
del parametro identificador de la curva
meri diana, m(Ver Fig. 2.5).



Comb se denpbstrara posteriormente al estudiar la esta-
bilidad, las curvas inferiores de la Fig. 2.3, son inaccesibles,
por lo que tiene sentido calcular el punto A (Fig. 2.3) y asig-
narle el valor linmte inferior de la capacidad de una zona flo-
tante. Desgraci adanente, para zonas con D/L<.5 , tanmpoco es acce-
sible el punto A pues existe una posicidén anterior, punto B, que
narca el limte de estabilidad para esa esbeltez (en esa zona de
valores de m al ir extrayendo |iquido, va aunentando la m).

De todos nodos, vanmos a calcular los |limtes superior

e inferior analiticamente.

Cal culo del volunmen maxi nmo

Basandonos en la condici én expresada anteriormente para
determinar el volumen maxim, y con ayuda de la Fig. 1.6 y las
férmulas (30), (32) y (34) de la Tabla 1.1 (capitulo anterior) po-
denos determ nar su valor para cada esbeltez. En efecto, la form
de equilibrio de esta situacién sera del tipo nostrado en la Fig.
2.4, donde se indica, asim smo, su obtencién grafica. Para el céom
puto nunérico, que no ofrece gran dificultad, hay que considerar
la curva (en paramétricas) desde ¢ = 0 hasta Y=arc tg N-1/cos a,
valor en el cual se presenta la tangente vertical (Fig. 1.6, Ta-

bla 1.1-(30) y (32)).

Cal culo del volumen minino

Este caso es nmucho nmas conplicado, conp vanpbs a ver al
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Fig. 2.4. Forma de equilibrio de volumen méaximo para una
esbeltez dada. La superficie libre de revolu-
cién (ECB), simétrica respecto al plano mitad
(EO) es la definida por la recta OB de pendien-
te D/L y la curva ABE que marca la condicién de
angulo en el borde 6=180".

plantear el problema.

Se desea conocer el valor del volumen minimo que puede
ser mantenido entre dos discos de diametro D separados una dis-
tancia L, y para ello disponemos de las ecuaciones paramétricas
reducidas (Tabla 1.1) de todas las posibles formas de la superfi-
cie de equilibrio. Llamando con la misma letra ¢ al valor de la
variable en el extremo de la zona, el planteamiento matematico

ser4, para D/L >.22, *

'\/ 2 2
B Y . ¥ 1 - sen"asen ¢ (1)
cosal[F(m/2,a) - F(p,a)] + E(n/2,a) - E(¢,a)

* El hecho de tomar D/L>.22 es para utilizar las féormulas b) de la referida
Tabla 1.1 y hacer la explicacién mas explicita. Para D/L<.22 el Unico cam-
bio reside en tomar las ecuaciones a) de dicha Tabla,
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i 2

- v = v - { et :"_1 s en i \/1 sen 2 asen
R~ = Te—=—{-gsen‘ase cos -Se asen -
3 3 S JLP o) \P S LP

L 4 X" 12

- cosg.’x[F[il,-’!:‘,uJ - I‘t\P,uJ] +(2 \:os;-.x +3 cosa+2) [E(n/2,a) - (2:)
- E(LP,LI.)]}_’: { a‘.::J:—::J.[L'{_ 'I,-"l.",:.'1]—['{LP,-;_1}] + E(1m/2,0) - }"(L,P,;l}}_:J

a(v/L>) = o (3)

Las condiciones (1) y (3) nos dan dos ecuaci ones con
dos incégnitas, o v ¢ , que sustituidas en (2) nos determinan el
valor buscado del volumen. El hecho de trabajar con integrales
elipticas y que la solucidén no sea uUnica, introduce una dificul-
tad notable, pero las representaciones graficas ayudan grandenen-
te (conviene trabajar con los desarrollos polinénm cos de las in-
tegrales elipticas para evitar los ciclos de iteraciones con in-
tegrales de limtes vari abl es).

Si en lugar de utilizar la ecuacio6n (1) utilizanmos su

di ferenci al ,
d(D/L) =0 5 (4)

obt endrenbs una relacién entre los parédnetros o v ¢, y las ecua-
ciones (1) y (2) nos definiran en forma paramétrica |la sol uciédn
general . Para obtener esta relacion J(a,p) = 0 (esta funcion se

[lama J para identificarla con el Jacobiano de las funciones DL

y \VAR respecto a las variables o v ¢ ), hay que satisfacer las



ecuaciones

d(D/L)

a(v/L>)=

con dao y dp no nulos,

J(a,p)

- I
a(VvV/L )

37

da +

oQ

lo

que exige la anul aci 6n del

Jacobi ano

) a(p/L) |
3¢
= 0
3 3
) d(V/L )
o
La generalidad de esta relacién, vy

los coénputos numéri cos,

justifican un anali si

sol o sea

a<<|l (m=l). En este caso,

i neal,

en particular

para zonas casi

la conprobaci 6n de
s tedrico aunque

cilindricas:

trascendent e

cuya prinera soluciodn es ¢= -.676,

V/L = .04.

La curva de volumen m ni no,

en la Fig. 2.5, y es

Ca linea |1l ena,

mta el volumen en el

aparece un condi ci onante mAs severo,

dad"; es decir,

la condicion (7)

nos da

| a ecuaci 6n

la que une

y continlda a trazos.

tramp BC

J (o, o)

los puntos Ay B a trazos,

Sin emb
(.5<D/ L<2.5) ,

y es el

la restriccion de éangulo en el

lo gue conduce a D/L

.22

v
0, esta dibujada
By
argo, so6lo nos |i-

ya que para D/'L>2.5
de "inpenetrabili-

borde <0 nos da
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Formas posibles de equilibrio estable de una zona
liquida flotante entre dos discos de dianmetro D,

separados una distancia L. La intersecci 6n de una
recta que pase por 0 con pendiente DL y las suce-
sivas curvas de la figura nos delimta la zona se-
indica en el esquema. El volunen va dism -
al ejarnos del punto O3 y el limte es-

contorno ABCC E.

gun se
nuyendo al
table es el
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cono |ugar geométrico de los bordes la curva EC (y su continua-
cion a trazos), resultando que para D/L>2.5 se inpone esta condi-
cion sobre la de "volumen mnim", que solo gobierna para D/ L<2.5
(la recta D/ L=2.5 une los puntos 0, C y Cen la Fig. 2.5). Por
otra parte, para D/L<.5, aparece un nuevo condi cionante: l|a zona
se hace inestable, apareciendo una bifurcaci 6n hacia formas no -
simétricas (resilecto al plano nmedio entre discos) que no son es-
tables (se estudiaran posteriormente en este capitul o).

Hay que volver a insistir en que las funciones son mul -
tiformes y que la relacién de "mnino volumen" elegida es la co-
rrespondiente al primer minimo relativo, pues l|las sucesivas for-
nas serian inal canzables. Tanbi én hay que recordar que no se ha
incluido el efecto del angulo de contacto sé6lido-Iiquido-gas, vy
gue reduciria apreciablemente el valor del volumen méxi no de una
zona. Para zonas nuy conpactas (D/L>2.5) el &angulo de contacto
nmarcaria el comienzo del deslizamento de |los bordes al ir extra-

yendo mas y mas liquido (Fig. 2.6).

\
™~
L

T I T TITTTITE 77

— i i = e =

Fig. 2.6. Deslizamento de la superficie |libre hacia el
centro al ir extrayendo liquido en una zona
conpacta.
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Como resultado del estudio de |la capacidad de una zonha
flotante en reposo, aunque no se dempbstrar& hasta el apartado si-
guiente la limtacién no simétrica, podenpbs representar el exce-
so o defecto de volunmen respecto a la posible forma cilindrica
en funcién de la esbeltez (Fig. 2.7). El limte superior (exceso
sobre el cilindro) es una curva unica, pero el limte inferior
(defecto sobre el cilindro) presenta tres zonas bien distintas:
para zonas nuy esbeltas el linmte o marca la inestabilidad anti-
simétrica (se vera a continuacion); en el otro extrenmo, para zo-
nas nuy cortas, el linmte viene inmpuesto porque el |iquido aban-
dona el borde del disco y desliza hacia el interior; para esbel-
teces intermedias el linmte es debido a un mninm |ocal del vol u-

men, cono ya se ha visto antes.

N
\

VOLUMEN MAXIMO

R
AN NN NN

VOLUMEN MINIMO™, -

7

4

NN

Vg 5=

NN

/7
///
%
///

7
o

2.5

()

35 4

o
wn
n
o
~

Fig. 2.7. Limtes de la capacidad relativa de una zona
conprendi da entre dos discos de dianmetro D,
y separaci 6n L.
V,, volunmen de |la zona |iquida
V., volunmen de la zona cilindrica (V=10IOD’'L/4).
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2.4. ANALI SIS ESTATICO DE LA ESTABI LI DAD DE UNA ZONA EN REPOSO

Empecenps con una explicaci 6n basica de |o que vanps a
hacer. Sea E la energia total que tendria una zona |iquida de vo
lunen V conprendida entre dos discos de diametro D y separacion
L supuesta "congel ada" (inpedido todo movim ento de sus particu-
las) en una cierta posiciodon que puede ser identificada por un pa-
ranetro y (por ejenmplo, el radio de la zona en el plano mtad;
aunque |l a explicacién es general). En la Fig. 2.8 se esquematiza

una representaci 6n grafica de E dentro del margen de y a estu-

diar.

Yo

Fig. 2.8. Esquema de la variacidn de la energia con un

par ametr o.
A, D, situacién de equilibrio estable
B, situaci 6n de desequilibrio

C F, situacioéon de equilibrio inestable.

El primer paso en el estudio de un sistema nmecanico es
| a determ naci 6n de las situaciones de equilibrio (A CC F,etc. ),
para | o cual se inpone la condicioéon dE=0 (método vari aci onal, ex-
puesto en 1.2 y 2.6).

El segundo paso es la clasificacion de |las situaciones
de equilibrio en estables (A D) e inestables (C,F). Para ello, si

se conociese la funcion E(yo) de la Fig. 2.8, bastaria estudiar-
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su derivada segunda y ver si se trata de maxim o minim. Pero la
funcién E(y ) es, en general, demasiado dificil de obtener, y en-
tonces se utilizan uno de |os métodos siguientes:

- Método dinam co: se calcula el punto de equilibrio vy
la forma de la curva en sus proxi m dades (exige un analisis dina-
m co, aunque sea |ineal).

- Método estético: hace falta calcular por |o nmenos dos
puntos de equilibrio consecutivos para asegurar que el de mayor
energia es un maxino y el de menor un minino, pero no hace falta
entrar en analisis dinam cos.

El tercer paso es l|la determ naci6on de la configuracion
que adoptaria el sistema en la realidad, esto es, dentro de |las
situaciones de equilibrio estable, cual se alcanzaria partiendo
de una situaci on anterior "real". Para hacer mas intuitivo el ra-
zonam ento, pensemps que la curva E(y ) de la Fig. 2.8 fuera un
alanbre plano por el que puede deslizar una perla sin rozamento
sometida a la accion de la gravedad. Por el analisis del equili-
brio obtendriamps los puntos A, C D, F. Por el analisis de |a es-
tabilidad dividiriams entre estables A, D e inestables C, F. Por
el analisis del proceso continuo deducirianmos que si la perla es
td inicialmente en A (equilibrio estable) nunca podra quedarse
en el punto D pues si lograse superar la cima C se aceleraria tan
to en su bajada CD que traspasaria la cima F y escaparia del po-

zo D (incluso suponiendo un ligero rozam ento).

Vol vanps a las zonas liquidas flotantes. En el Cap. 1
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se obtuvieron las fornmas desequilibrio. Conb se conocen puntos
consecutivos (los sucesivos puntos de corte con un msnmo vol umen
venla Fig. 2.3) es nmuy facil distinguir entre configuraciones
de equilibrio estable y de inestable. Vampbs pues a estudiar un
proceso continuo (|l enado, vaci ado, estirado, etc.) para deducir
| a configuraci 6n que "se dard en la realidad. Podriams decir que
se trata de analizar la sucesién de curvas E(yo,Vv) de la Fig,
2.9, donde v es el parametro que estanos variando en este proce-
so continuo (piénsese por ejenplo en la extraccion de volumen de

una zona de esbeltez dada).

E(y,,v)

Yo

Fig. 2.9. Esquema de la ramificacidén de las soluciones
de equilibrio
e Puntos de equilibrio

=«== Curvas de la variacién de la energia pa-
ra cualquier configuracidén de equilibrio
o desequilibrio (Fig. 2.8)

= Evolucidn continua en el proceso casi es
tacionario. N

Como muestra la Fig. 2.9, aparecen ramificaciones en -

@48 curvas que unen las sucesivas situaciones de equilibrio (dni



cos puntos conoci dos, pues para todos |los demAs de |as curvas

Hy , v) seria necesario el analisis dindm co). Para saber por qué
rana seguiria el sistema en la realidad hay que estudiar el pro-
blema de bifurcaci 6n correspondiente. Primero se determnaria el
punto de bifurcacién y luego se estudiarian |las configuraciones

pr Oxi mas.

Consi derenns aun con mas detalle el conportam ento de
las zonas liquidas flotantes. En la Fig. 2.10 se ha dibujado el
di agrama ener gi a-vol umen para diferentes esbelteces. Suponganos
que nuestros discos tienen un diametro D y separacion L (fijos)
}r%lls Hg |D(1|LE| al n&ﬁré’l (—IIIJ\%Inl?r?enenadﬂnrgencswovnaalpaerst |V<}ular 3svoan£a-
tanos que la zona estd en equilibrio estable y por tanto en el
punto (.3, .28) del diagrama. Ahora, manteniendo |la esbeltez cons-
tante (DL = .7), vanpbs extrayendo |iquido en un proceso continuo
(a través de un orificio en un disco) con la suficiente lentitud
conb para que se trate de una sucesi én de estados de equilibrio;
nos estarenns nmoviendo hacia la izquierda por la curva DL = .7 en

la Fig. 2.10. Para cada volumen, la configuracién podria ser dis-

tinta a Ia considerada (corte superior de la curva DL = .7 con la
recta V/L°= cte), pero esa otra solucién es inestable y no se pre
BEMA'GUi 0, ' Buahdb! a4 VRESY! 135 VA ISBRE S ShpesY BBAr XISV

pensar que pasase a una nueva forma sin necesidad de "ronperse"

en el sentido extricto de separarse en dos gotas, una en cada dis-
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2.

10.

v 2 3
B

Energia en funci6n del volunen para esbeltez cons
A-B, zonas no simétricas (un periodo conpl eto)

a) , zona inicial. Se extrae |iquido hasta que ronpe
b) , rotura simétrica (el volumen pasa por un m ni no)
c) , roturano simétrica (pérdida de |la estabilidad)
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co. Nos puede nover a este supuesto el hecho de que existe una
configuracién no sinmétrica de equilibrio con ese nmisno vol unmen.
Si, en realidad, para cada volumen hay tres soluciones (en este
LR n 28 0/ AL oo™ 4 %8ur i SR 0095% TS T b
configuracion no simétrica del tipo esquematizado en la F g.2 10-¢),
pero, conb se vera mas tarde, tanbién es inestable (para D/L=.7).
Sin enmbargo, para D/L<.5 (por ejemplo la curva DL=.4)
en el proceso de vaciado de la zona se |Ilega antes al corte con
la curva AB (Fig. 2.10) de las formas no simétricas que al punto
de volunmen m ni nmo, reduci éndose mas aun el |imte de estabilidad
(se ronpe antes). Para denostrarlo henpos de hacer un estudio de

las proxin dades del punto de bifurcaci 6n. Para ello, dibujenos

LRPePUREOT 2 9B FIHEALPEA OVFAB MNP R fiE RRR°IdSH RS de Y 4N b PRSP

cacion V/ L3= .085: conp variable de definicion de la forma de la
zona el eginos el angulo de contacto en el borde (ver Fig. 2.11).
Se observa en la Fig. 2.11 que el "valle" de la solu-
cion estable (que es simétrica respecto al plano mtad) esta con
tenido entre las cunbres de la solucidn no simétrica (que es ines
table). En el punto O las cunbres se juntan y ya no dan cabida a
ese valle, por lo que el equilibrio se hace inestable y la zona
se ronpe en dos "gotas" (casquetes esféricos) desigual es; para de
terminar el tanafio de cada gota seria preciso resolver todo el

problema dinamco de la rotura.



47

116

80° 90° L] 100°

Fig. 2.11. Diagrama de los puntos de equilibrio en |as
proxi m dades de un punto de bifurcacién
e , puntos de equilibrio
----, sucesi 6n de estados de equilibrio
AO , extraccién estable (simétrica)
CO0,C0 , soluciones no simétricas (inestables)
OB , solucioén simétrica inestable
0O , punto de rotura.

?ueg, ara zonas nuy ,esbeltas, el limte de estabi-
i dad V|ene fa 0 r Ia condi cl1 6n de_gue la form Fle equil 1 -
CLIrc\J/ tSS?augor?sc r? eC vease Idaet3 F'aS supgsflcl_laesi deorrt%\ﬁ%j %CI ?J% ??e
e Sty e e o \eethl | ad e Tas) sonds R AN Aarticas’
nec S|Jdad d P aFcqus adlgmonal g tgiJ ono e[ di gUJ ago en ﬁa Fig.
F g arms que %ererms observar la rotura de .ung zona Ci -
L)n rlca (p ntp (32) Podr enos IJoalrtlr e una fornma chlln rica_de
seguir po a curva de trazos hasta C. Sinem

bargo, parece mas sencillo partir de una forma mas rell ena pero

ya con L/D = 1t para que s6lo haya que extraer |liquido sin nover
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las placas; o todavia mejor, partir de L/D= 2.5 con VYDS::2.5 Y,
a volunmen fijo, separar las placas hasta llegar a LID=1n. En la
Fig. 2.13 se da una relacion que puede ser usada cono "avisador"
directo (basta una conparaci 6n del diametro en el centro con el

de los discos para saber si estd proxima la rotura).

10 AN
E\\\ \\\\ NN
? N\

AnN >

B LIMITE DE N\ 3

N ESTABILIDAD 2 n

3 _ I B —_octal

N CONFIGURACION \ NN\ \_q \

2| _CILINDRICA \ _ \IN NS S ACCH |

= ' ROTURA

V/ID3 \\(X\,&?\ ASIMETRICA

| N R \

P = et e S S R
- \ i
’ ROTURA

SIMETRICA 7
3
2 |

L/D

Fig. 2.12. Linmte de estabilidad de una zona |iquida
conprendi da entre dos discos de diametro D,
separados una distancia L.

Proceso de vaciado de una zona (vertical es)

Proceso de estirado de una zona (horizontales)

A-B, rotura simétrica tras pasar por la formm
cilindrica

B-C, rotura asimétrica tras pasar por la for-
ma cilindrica

C-E, rotura asimétrica antes de al canzarse |la
forma cilindrica.
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| ROTURA
4 - DESCENTRADA

de una zona
di anetro
de los discos soporte (volumen nmininm es

Di anretro mini no adi nensi onal
| iquida flotante en funci 6n de

tabl e). Se han incluido dos ejenplos de
rotura (para D/L=.25y DL =1}.
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2.5, PUNTUALI ZACI ONES SOBRE ClI ERTOS CASOS PARTI CULARES
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cas), la zona se ronper&a al |legar al punto C (Fig. 2.12).

Este analisis de la estabilidad de zonas "condiciona-
das", pese a no ser el mas intuitivo, es el mas antiguo, y ya a
finales del siglo pasado Lord Rayleigh dedujo el punto C de la
Fig. 2.12 haciendo un estudio dindmco lineal de un "chorro" ci-
lindrico flotante.

Desgraci adanente, estas anal ogias de las zonas |iquidas
contenidas entre dos discos con los chorros flotantes y con |as
peliculas de jabdon, hay que tomarlas con cierta precauci é6n. Por
ejemplo, viene siendo usual en la literatura sobre zonas flotan-
tes el error de asignarle el msnmo valor del linmte de estabili-

dad a las formas catenoides de peliculas de jab6n y zonas fl otan-
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es, sin percatarse de que la energia estd en un caso contenida
n la superficie y en el otro dividida entre la superficie y el
volurmen, y que, una forma proxi ma que tuviese mAs energia de su-
perficie, podria tener aun nmenor energia de volumen y seguir sien-
doestabl e.

En la Fig. 2.14 se ha dibujado la curva de rotura de
zonas casi catenoides. La sucesi 6n de catenoides es la curva
=+ infinito , enla que se encuentranlos puntos HHH yH ' que vanos a
conentar. Si, nediante un regul ador (manual o automatico) consi-
gui esenops una sucesi 6n de catenoi des, partiendo por ejenplo dela
deDL=16, V/L®=1. 4, irianos bajando por lacurvam==+infinitodis-
m nuyendo el volunen y aunentando |igeranente |la separaci 6n en-
tre los discos hasta un valor maxim (punto H). Es en este punto
donde se suele considerar el |imte de estabilidad, argunentando
que si se separasen mas los discos la zona se ronperia, al no
existirulteriores soluciones catenoides. E quid reside en esta
altimafrase, ya que lo que en realidad ocurrira es que la zona
ya no podra tener forma catenoide, que es bien distinto del hecho
de ronperse. Ademas, |los que mantienen este criterio erréneo no
hacen buen uso de sus hipo6tesis, pues, si se habian propuesto es-
tudiar las sucesivas configuraci ones catenoides |o que debian es
de seguir por la curva HH H' y no querer estirar aun mas al |le-
gar al punto H Para una mejor conprensi 6n del fendémeno, henos di-
bujadoaparte la curva de las catenoides en variables de contro

directo (discos de dianetro fijo D, separaci 6n variable L y volu-
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Fig. 2.14. Sucesivas configuraciones que adoptaria una zona

| iquida regulando la inyeccion y el estirado pa-
ra que la forma de la superficie libre sea parte
de una msm famlia (m). La curva G G(esfera) es
la "continuaci 6n" de la HH H' (catenoide). E Ii-

mte de estabi

idad es AH'BEF, estando conpuesto

por la curva del volunmen minino AH'B, y la de an-

gulo nulo en el

borde, CBEF.



nen variable V), Fig.2.15. (los puntos Hy H ' de dichas figuras

se corresponden; no asi los H y H'" ) .

. CILINDRICAS
NO
B EQUILIBRIO
Y
3
0* ,
’
- \\
| ; '
1\ \
| EQUILIBRIO
1 i INESTABLE
; 0 . ...----—'-"'""'-::".
[ 0 K 2 e
. L
i D

Fig. 2.15. Volumen de l|iquido contenido entre dos discos de
di dnetro fijo, D, en funcidn de la distancia en-
tre ellos L, para la sucesion de formas catenoi-

des, AH'' HH " .
H', punto de rotura

AB, sucesi6n de formas cilindricas.

Suponganpos que se trata de discos de 6 cm de dianetro.

Tras un delicado proceso de |l enado (por ejenplo, juntando |os

discos e inyectando liquido a través de un orificio en uno de los

discos a la vez que se van separando), |legams por ejenmplo a

una forma catenoide con 60.5 c.c. de

| iqui do cuando la separacion

es de 2.4 cm Si querenos que |as sucesivas formas sean tanbi én



catenoides y seguinpos separando |los discos, habra que ir introdu-
ciendo mas | iquido, hasta una separacion de 3.4 cm a partir de la
cual, si seguinos separando, henos de ir extrayendo |iquido. A
Ilegar a una distancia de 4 cm de separaci 6n entre los discos (el
volumen en ese nmonento es de 56 c.c. ) la zona no se ronpe (en 1 a
literatura se decia que si), sino que ya no se pueden separar nas
los discos y a la vez seguir con configuraciones catenoides. Lo
gue hay que hacer si se quiere seguir generando formas catenoides
es disnminuir la separacién a ir extrayendo |iquido simulténeanent
te, hasta que, ahora si, al |legar al puntoH ' (Fig. 2.15), la zo-
na se ronperia en dos mtades iguales, quedando, tras un proceso
transitorio disipativo, en forma de dos casquetes esféricos de
9.7 c.c. de volumen. Pero, pese a este limte, todavia se pueden
obtener zonas catenoi des mAs angostas, aunque no nedi ante el pro-
ceso que se acaba de exponer, sino extrayendo |liquido de una zona
con .38<L/D<.47 conp se puede apreciar en la Fig. 2.15.

Antes de seqguir es preciso justificar todo este detalle
con que se presenta el estudio de las zonas |liquidas de forma ca-
tenoide. Conmpb se sabe, con esta forma de la zona el |iquido esta
a la presién de la atnmbsfera externa. Esta propiedad parece ser
i mportante para ciertos estudios experinentales que intentan esta-
bl ecer una correlacion entre fuerzas nol eculares de |argo al cance
de van der Waals (disjoining pressure) y la separacién de la for-
nma real de una zona flotante respecto a estas "formas puras" que

se han tratado en este trabajo (nodoides y ondul oi des de Pl ateau)
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Adenmas, por ser |la catenoide una superficie de tratam ento mate-
matico el emental, puede resultar provechoso para contrastar |as
teorias con |os experinmentos.

Hasta aqui, todas las discusiones sobre los limtes de
estabilidad se han hecho partiendo de un anéalisis global, refle-
jado por ejenplo en la Fig. 2.5. Ahora vanps a estudiar |os dos
casos particulares mas inportantes, cilindro y catenoide, inde-
pendi entenente y desde un principio. Querenps con ello dar una
visidén concisa de un punto particularmente inportante, y nostrar

un camno alternativo y elegante de |Ilegar al msno resultado.

Limte de estabilidad de las zonas cilindricas en reposo

Pl ant eambs aqui el problema en los térm nos siguientes:
buscarnos una funci én y(x) definida, continua y derivable en el in-

tervalo -1/2<x<1l/2, donde debe satisfacer |a ecuaci 6n diferencial

y cunplir las condiciones

1/2
T { yodx = v 2 (36 Ele

siendo p una constante a determ nar en el proceso de resolucion

pero que no figura explicitamente en la solucioén, que sera una



cierta funcion de |os dos paranetros independientes a y v, fijados

a priori: y(x,a,v).

Sahenbs que, ara que la zona,sea cilindrica, el volu-
nen ha de estfar reﬁ'amoﬁado %on | a esbel%ez en |la form v=ﬂal.

La soluci 6n sera entonces y(x) = a. Sabenpbs tanbi én (por intuicién)
gue existen miltiples configuraciones con esa relacién vol unen-

esbeltez, en forma de dos casquetes esféricos uno en cada disco,
pero no estanos interesados en zonas rotas. En cambi o, si estanos
i nteresados en saber si existen soluciones distintas de "la tri-
vial" (la cilindrica). En particular, querenos saber si hay al gu-
na otra solucién en las "proximdades" de la forma cilindrica. Se
trata pues de un problema tipico de bifurcaci én. Llanmens & a una
cantidad pequefia que esté relacionada con |la desviacién de la for-
nma respecto al cilindro (por ejenplo |la separaci 6n del &angulo en
el borde respecto a los 90° del cilindro, o el valoresrelativo del
radio maxi mo). La solucién esperada, y (x,a,e) (con v =ma’) puede

desarrollarse en potencias de g,

)

y =y, +ey, +0(e”) ; (12)
donde la y, es constante (y, = a) . Asimismo, el parametro interno
podra ponerse como

0( 2) 13)

D =D D > 13

[ Py + €] 1 + £ 5 ( )

con lo que las ecuaciones (9), (10) y (11) pasan a la forma desa-

rrollada



S7

-1 oy, 1 P _ =
— 8 £ v — 3 - D = = {1y
. +t.0+a[jl+l_'f;_l+_.1]+ 0({e") =0 14 )
© .y:_J
‘,'J~ 3+ r_";l(.‘t T]+O(L’ } =0 . (15)
pl 2
‘J{—\.-' + E2Ty y.dx + 0(e”) =0 (16)
0 o) 1
-1/2
El térmno lineal, que nos dard la situaci6n del punto

de bifurcaci 6n, quedar&, una vez sustituida y por a,

1
‘r'r”-|+_7\"r< TR < 0 (JI}J
1* 271 1
1

(+ =) =0 2
_Vl ./) (18)
1/2

g dx = 0 , (19)
-1/2

Al inponer a la solucidon de (17) las tres condiciones (18) y (19)
se obtiene un sistema honogéneo de tres ecuaciones para la deter
mnaci 6n de l|las dos constantes de integracion de (17) y la p;.

Para que el sistema tenga solucidn distinta de la trivial, el de

term nant e

Sen =— U 0 ‘

s
>
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ha de anul arse en el punto de bifurcaci é6n. Las sucesivas sol ucio-

nes, ordenadas de mayor a nenor a, son
208 s 21)

Tomando el prinmer valor conop unico significativo, concluinos que
las zonas cilindricas presentan una bifurcacion para L/D=1, va-
loes que coincide con el encontrado por Rayleigh para la longitud
de onda inestable de las perturbaciones en un chorro libre [4].
El analisis lineal no nos'da la anplitud de la deforma-
da, sino que se limta a darnos la situacion del punto de bifur-
cacion y el tipo de deformaci 6n, en nuestro caso senoidal. Si qui-
sieranmbs estudiar la amplitud en |las proxim dades del punto de bi-
furcaci 6n, resolveriams el problem de segundo orden del desarro-
Il (14)-(15)-(16) que no presenta gran dificultad, y, puesto que
se trata de un caso particular de la solucion general dada en el

apartado 2.4, nos limtams a dar el resultado:

;
y=at 2 |2 2 = g sen .>_ ( 22)
(=3 < |7 = \.‘.\!_‘ r = e = 5 -

donde a., es el val or de aen el punto de bi furcaci 6n. Aunque es —* H —

te resultado nos parece ahora sencillo de interpretar (Fig. 2.16),
cuando se obtuvo (cronol 6gi canente anterior al analisis general
presentado en 2.4) resulto sorprendente el hecho de que la bifur-

caci 6n fuese "hacia atras", es decir, hacia a>a.



59

INESTABLE
\ ESTABLE

|
T

Fig. 2.16. Bifurcacién de las zonas cilindricas.

Limte de estabilidad de |as zonas catenoi des

Anal ogamente a conp se ha hecho para las formas cilin-
dricas, vanps a detallar aqui el problema de |la estabilidad de
la forma catenoide. Las ecuaciones son las msmas: (9),(210) y(Il),
pero la relacién entre los paranetros a y v ya no es vV = ma’ sino

v = v(a) definida en paramétricas conp

_m™ b+ Shb

<
I
|
~
%)
w
S

Hacenbos el misno desarrollo (12) y (13), pero la y ya no es cons-

tante sino que vale

_ Chbx ‘
Yo © b : (24)

y el problemn desarrollado pasa a ser

2b Shbx b 20

1
P, t e[—= yi -
. -

eESbx ~  Ch b Ch¥bx

<
-
=
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] 1 2 :
— - & - 3 == € = 0 (26)
b d"'['—yl( 2)+ 0( )
1/2
TDb+ShD o4 2™ | v chbxdx+0(e?) =0 . (27)
2 bJ 1
-1/2

Es decir, el término lineal es

“ 3 el
y?-—2bthbxyi-+b2y11-p1Ch bx =0 (28)
Vi(t%)Z 0 (29)

1/2
ylchbxdx =0 i (30)

-1/2

| mponi endo | as condiciones (29) y (30) en la solucién
de (28) obtenenps un sistem honpbgéneo de tres ecuaci ones con
tres incognitas que debe anularse si existe una solucidn distin-
ta de la catenoide. Esta condicion nos da el valor del parametro

en el punto de bifurcaci én, resultando ser

fu
1]
[y
=
ps

Qui si éranps conmentar |a extrafieza que supuso |a obten-
ciondeeste resultado cuando, segun |as publicaci ones consulta-

--s, se esperaba obtener b,= 2.4 (L/ID=.67). Cono ya henos dis-
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cutido anteriormente, este ultino valor, valido para peliculas de
jabon apoyadas en dos anillos que pueden separarse a voluntad, no
es de aplicacion a las zonas |iquidas flotantes.

Fi nal mente, conviene aclarar que, aunque la sencillez
de las ecuaciones diferenciales del tipo (28) que se obtienen en
el desarrollo lineal de la ecuacion diferencial (9) no requiere
sofi sticados métodos de resolucidn, existe un cam no nmuy elegante
para |a obtencion de las soluciones de (28) que se obtiene en la

teoria del calculo de variaciones conp se expone a continuacion

2.6. FORMULACI ON VARI ACI ONAL DE LA ESTABILIDAD DE UNA ZONA LI QUI -

DA FLOTANTE: CASO GENERAL.

Conpb decianmps en el apartado 1.2, podenos construir una

funcion @ en la forma

b _T-U L V a0
[ o) dx = . + A _5_ ( < s }
oL~ L~

siendo T la energia cinética (si la zona gira), U la energia po
tencial (debida a la energia superficial y a la del canpo gravi -
tatorio), V el volumen de liquido en la zona, y X un multiplica
dor de Lagrange. T,U, y V dependen solanmente de x,y e y' (form
de la superficie). La solucidn serd tal que dé un valor extrenmn
ala integral (32), por lo que habrd de cunmplir la ecuaci 6n de

Eul er

Q
Q

( ;'
Iy " ax'ay? T 0 (33)
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De esta ecuaci 6n diferencial sacamps las formas de |as
soluciones de equilibrio. Por ejenplo, para zonas en reposo, la
ecuaci 6n de Euler nos da la (9). Si ahora buscanps |as sol ucio-
nes proximas a una dada y sustituinmos el desarrollo (12) en (33)
obt enenbps una ecuaci 6n tal conp la (28) para la aproximcion li-

neal, cuya homogénea es la ecuaci 6n de Jacobi,

¥ )
)

d 3% 1, 39 , 0°¢ . -
— f‘-"—— ‘I ) + [I_( ) - --—'i-] V =0 ; (34 )

ax oy g -
ayay ay

l‘.f'
gy

Esta ecuacion es en realidad la ecuacion en las varia-
ciones correspondiente a la ecuaci 6n de Euler. Pues bien, dada
una famlia de soluciones de equilibrio dependiente de dos para-
nmetros, la derivaci6n parcial respecto a cada uno de ellos nos
da un par de soluciones linealnente independientes de |la ecuacidn

de Jacobi

2.7. EFECTO DE LA ROTACI ON SOBRE LA ESTABI LI DAD DE LAS ZONAS Ol -

LI NDRI CAS
Es interesante, desde un punto de vista tedrico, el ana-
lisis del efecto de un canpo radial uniforme de fuerzas masicas
sobre la estabilidad de una zona liquida cilindrica. Por una par-
te, cual quier perturbacién axilsimetrica sera anplificada por el
centrifugado, que tenderd a hinchar una parte de la columma a ex-
pensas de |la otra. Por otra, surge un nuevo nodo de bifurcaci 6n,

el no axilsimétrico, que no se habia tomado en consi deraci 6n has-
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ta ahora porque sin rotacion las perturbaciones no axilsimétricas
(de pequefia anplitud) son estables. Este uUltim efecto se suele
conocer con el nonmbre de "mpdo C' o0 en conba.

La forma cilindrica es la Unica que coincide con rota-
cion y sin ella. Las demas (ondul oi des, catenoide, esfera, y no-
doi des) so6lo son validas sin rotacién, la solucidn nos |Ileva a in-
tegrales hiperelipticas. No parece justificado un analisis de es-
tas nuevas formas con rotaci 6n, porque no introducen ningun com
portam ento esenci al nente nuevo de las funciones solucion; sinple-
nente decir que la forma de la superficie |ibre depende nuy poco
de la velocidad de rotaci6n, que lo Unico inportante que hace es
adel antar la rotura, conp se va a ver ahora con el caso de mayor
i nportancia: las zonas cilindricas.

Sea una zona liquida de forma cilindrica anclada en |os
bordes de dos discos del msno diametro (el considerar otras con-
di ci ones ideales de mpjado no es dificil, pero tanpoco pensanos
gue sea inportante, por su poca realidad fisica).

Vanos a hacer un estudio variacional tal conp el indi-
cado en el apartado anterior, cifiéndonos al analisis lineal res-
pecto a la forma cilindrica r =a (henbs canbiado a coordenadas
cilindricas por costumbre, aunque con ello aumentanos |a cantidad
de sinbol os) .

Sea r(6,z) la ecuacion de la superficie de una masa |i-

guida casi cilindrica,

r(08,z) =af1+en(6,z)]=a [1 + eZZA__senmbB sen nm(z + lJ:l . (35)

mn 2



En el anélisis lineal podenos desacoplar |os nodos de deformacién

y tomar sinplenente
’ 1
n(6,z) = A senmb sennn(z + 5) . (36)

Sean T,Uy V la energia cinética, l|la energia potenci al

y el volunmen de dicha zona. Operando en variables adi mensional es,

t endr enps

T 2 3 : 2 2

== JIf wr drdﬁdz=ﬂ'mf (1+4 €n +6€“n°) dodz (37)
gL

, 2 (39)

U _ \/ rg2 2 .. e 2

== ' 1+( = ) L d6dz = Jf a[1+en 3 (n Nggta nnzz)]dfﬂdz
oL

v " 2.9
——3—=J'ffr‘dr8dzsz7(1+2€n+e n-) dédz . (40)

Formanos la funcién de Euler 0 definida en (32) y que

ahora es funcidén del paranmetro pequefio ¢

mzaL+ d2 2 4 2
B(e) = aa+)\—§—+a(wa n-an+2ia n) +
(41)
2T 2.4 D . @ & a® 2
te" [Fuwa'n® +5 (nngg+a’nn_ ) +A 5]
La condicién de equilibrio seréa
d¢ _ L 2.2 1 B
e =0 === w-a §+A-o . (42)

2. 3
% Q°L
- P a L
W \J 75 (véase 1.2),
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gue no es otra nmas que la relacidon que hay entre la presion en el
eje (que coincide aqui con X) y las caracteristicas de la zona:

esbeltez y giro. La Fig. 2.17 nmuestra esta relacion.

PRESION

_*¥

l/la

{ PRESION EXTERIOR

——

a r

Fig. 2.17. Perfil de presiones en funcién de |la coordena-
da radial para una zona cilindrica de radio a
y vel ocidad de rotaci 6n w (adi mensi onal es).
El punto de bifurcaci én nos vendra dado por la condi-
cion de extremal de las soluciones de equilibrio (mninb a de

(42)).

+ a- —+Xa=0 ; (43)

gue, haciendo uso de (42) y de (36), se convierte en
Em;a -m -a T n +1 = 0 5 (44 )

Este resultado lo vanmpbs a pasar a variables dinensio-
nales en dos formas distintas:

: . =2 8 -1/2
longitud médxima para ra-, p{2"R 2 .
{ ; ; e : -+ L =nmR(1 + -m~) (45)

a
"dio y velocidad fijos max g
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2 g
: 4x%1 R™7r e )
velQC1dad maglma péra Q s o] ( } +m2~1) . (46)
radio y longitud fijos max 3 2

Para que el volunmen se mantenga constante se debe cum

plir

5 m=20 B2y e8 <. : (47)
m#O0 n¢#0

| uego aparecen dos nodos diferentes de rotura (la zona se ronpe
por los notivos explicados en 2.4, y que supondrenos aplicables
tambi én a |l os nodos no axilsimétricos). En la Tabla 1.2 se da un

resumen del |limte de estabilidad

Tabla 1.2. Mddos de rotura de las zonas cilindricas

Modo axilsimétrico (mFo,n=2) Mbodo no axilsimétrico (nmel,n=l)

(Forma en anfora) (Forma en comba)
L>\B TR Rorura a L constante L<N3 TR
75 (2 aumentando)
g 4m R A O
R e e N A
3 urdga QR L rotura f

Q< ,ilé Rotura a {1 constante 02>\/ 03
3R 26k

2.3 -1/2 (L aumentando)

5 o PSR = I8
LI‘DtLlI"Ei 2mR(1+ a ) Lr‘otur‘a 2 YpR
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CONCLUSI ONES

Se ha tratado de presentar una exposicion gl obal propia
de los estudi os sobre zonas liquidas flotantes sin novimento flui-
do interno (hidrostéatica).

Nos parece que la inportancia de los resultados obteni-
dos a lo largo de este desarrollo es creciente desde el principio
al final; por ello, si hubieran de sefalarse los |ogros nmas desta-
cados, apuntarianos |os obtenidos en la nmitad posterior del seglun
do capitulo en donde se ha pretendido dar una vision intuitiva ra-

zonada de los procesos fisicos planteados, mAs que un riguroso y

formalista andlisis mateméati co abstracto (opinanpbs que "el herra-
mental ", cuanto nmenos conplicado mejor).
Sal vo que surjan nuevos intereses en la utilizacion de

zonas flotantes en canpos de fuerza moderadanente intensos (iner-
ciales, gravitatorios, electrostéaticos, etc.) y sea inprescindi-

ble un analisis estatico de la estabilidad, parece que |os esfuer-
zos futuros deben dedicarse al analisis de |los nmovimentos inter-
nos del liquido. En el Apéndice 2 se da una vision de conjunto so-

bre el estudio de las zonas fl otantes.
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APENDI CE 1

| NTERES DEL ESTUDI O DE LAS ZONAS LI QUI DAS FLOTANTES

M SI ONES CI ENTI FI CAS ESPACI ALES DEL PROGRAMA SPACELAB

A. Geofisica

B. Astrofisica
C. Materiales

D. Biol ogi

Q

Producci 6n de metal es, vidrios, nmonocristales, etc.,
ul trapuros, al no tener contacto con ningln recipien-
te. Obtenci 6n de nonocristal es grandes y perfectos -
de sem conductores conpuestos de los grupos |11, 1V
y V para uso en electrdénica, 6ptica, |aser, etc.

Obt enci 6n de fibras monocristalinas de nmuy alta resis-
tencia a la traccion. Mterial es compuestos de fibras
de refuerzo (mecénico, térmco, etc.) enbebidos en ma-
trices nmetalicas o plasticas.

Fundi ci 6n de netales no m sci bl es.

Separ aci 6n de sustancias de interés: células, protei-
nas, sueros innmunizantes, etc., por electroforesis
Estudio de las funciones celulares bésicas.

Estudi o sistematico del organisnmo humano.

La técnica de la zona flotante proporciona un conjunto
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de posibilidades que capacitan para la realizacidn de una gran

parte de las msiones arriba especificadas: en particular, cuando
se requi ere disponer de masas fluidas controlables y con poca in-
teracci 6n con el "contenedor", que aqui se reduce a |os soportes

de | os extrenos.
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APENDICE 2

PLANIFICACION DEL ESTUDIO DE LA ZONA FLOTANTE

19, Hipdtesis costitutivas

22, Hidrostdtica
- Equilibrio
- Estabilidad
3°. Hidrodindmica
- Pequefias oscilaciones alrededor del equilibrio
- Conveccidn forzada
. Puesta en rotacidn
Vibracidn
. Inyeccidn de liquido
Separacidén de los discos soporte
- Conveccidn libre: principalmente debida a la varia-
cidn del coeficiente de tensidn superficial con
la temperatura y con la concentracidén de solu-
tos.
4°, Contrastacidén de los resultados en orden a criticar las hipd
tesis constitutivas.,

- Experimentacidn.
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Publ i caci 6n: Tesis Doctoral, Universidad Politécnica de Mudrid

Pal abras cl ave

Zona flotante (Floating Zone)

Estabilidad estéatica (Static Stability)

Superficies de revolucién de curvatura constante (Surfacea of
Revol ution of Constant Curvature)

Tensi 6n superficial (Surface Tension)



" Hl DROSTATI CA DE LA ZONA FLOTANTE"

Tesis Doctoral por |I. Martinez Herranz

RESUMEN

Se trata de un estudio teorico sobre las formas de
equilibrio y la estabilidad de masas |iquidas mantenidas en in-
gravi dez por fuerzas de tension superficial entre dos discos co-
axi ales del msno didmetro, en funcién de |la separacion entre
los discos y del volumen de |iquido. Conmo anpliacién del estu-
dio se han incluido los efectos de una pequefia gravedad resi-
dual y de larotacién, sobre las formas de equilibrio y su esta-
bi |i dad.

El analisis de las formas de equilibrio es original
en cuanto que presenta la soluci6n de una manera grafica direc-
ta, con |lo cual, dados la separacién y el volumen, se observa
a sinple vista si existe solucién y, si existe, que forma tiene
la superficie libre. Es (til, sobre todo, esta presentacidn,
porque permte seguir de un nodo sencillo e intuitivo las posi-
bl es evol uciones a que se puede someter una zona flotante (esti-
rado a volunen constante, |l enado, sucesion de formas cilindri-
cas, o0 cualquier otra ley), y todo ello hasta el limte de esta
bilidad, que marca el punto de rotura del puente |iquido.

El estudio de la estabilidad de las zonas flotantes
es conpl etanmente nuevo, pues s6lo se habian dado los |limtes pa-
ra configuraciones cilindricas, ya que los valores que se habian

deduci do para zonas no cilindricas suponiendo aplicable la teo-



ria de las peliculas jabonosas no son validos a causa del efecto
del volunmen de liquido. Uno de los resultados mas interesantes
es el de que para zonas cortas (longitud/didmetro de |os discos
menor que 2) la rotura es simétrica, rompiéndose el puente en
dos casquetes iguales uno adherido a cada disco, mentras que
para zonas l|largas (esbeltez mayor que 2) la rotura es no simétri
ca, pasando a dos casquetes desigual es.

El efecto de la rotacion axial de la zona presenta dos
novedades: primero, se reducen los |limtes de estabilidad; segun
do, puede dar lugar a un nuevo nodo de rotura, mdo C o en com
ba, hacia formas no axilsimétricas, aunque este curioso fendénmeno
s6lo tiene lugar para val ores suficientenente grandes de |la vel o-
cidad de giro.

El efecto de una gravedad residual es equivalente al
de la excentricidad en el problema del pandeo de col umas.

Las aplicaciones que hoy dia tienen las zonas fl otan-
tes para mantener |iquidos sin contacto con paredes (salvo |os
apoyos extrenos) y las que se prevén para un futuro proximo, pro-
meten una gran utilidad de estas investigaciones y justifican el

esfuerzo dedi cado.



"FLOATI NG ZONE HYDROSTATI CS"

Doctoral Thesis by

I, Martinez

ABSTRACT

An anal ytica
the static stability limts of

tension between two coaxia

sol uti on of

the equilibrium shapes and

liquid bridges held by surface

di sks has been presented followi ng a

vari ati onal approach. The nore relevant remarks are the follow
ing:

Filling or renoval of liquid in short zones does not
present special features, but for slender zones a mninmm vol une
of liquid is attaigned after which the liquid bridge disrupts;
the breakage is symmetric, leading to two equal spherical caps
one on each disk; finally, for zone-Ilength/disk-diameter greater

than 2 the breakage
size caps.
The effect of

respects: first, it
provi des a new node of breakage,
t hrough non-axi symretric shapes;
ports.

The effect of

the disalignenment

is non-synmmetric

sol i d- body

reduces the stability limts,

This new instability can only occur

m crogravity

leading to two different

rotation is inmportant in two

and second, it

the skipping rope or C node,

the liquid would |eave the sup-
for large spin rates.
is equivalent to that of

in a buckling problem
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