Capitulo 11

Difusion térmica y masica

Mecanismos de transmision de la energia térmica

En este capitulo y en el siguiente, aunque estdn principalmente dedicados al estudio de la
transmisién de calor por conduccién y por conveccion, respectivamente, se incluye al final
un andlisis de los procesos, matemdticamente similares, de transferencia de masa por difusién
y por conveccidn, respectivamente.

Todo el estudio de la transmisién de calor corresponde a la Termodindmica de la evolucién y
no a la Termodindmica del equilibrio, pues el interés se centra aqui no ya en cudnto calor se
transmite, sino en determinar a qué velocidad fluye éste.

Se llama calor a la energia no mecdnica (ni eléctrica) que pasa a través de la frontera de un
sistema cerrado (superficie de control impermeable a la materia). Requiere un gradiente de
temperatura, genera entropia y se calcula con Q=AE-W (siendo AE la variacién de energia del
sistema y W el trabajo recibido por el sistema en la frontera), como se detalla en el Cap. 1. Lo
que se va a estudiar aqui no es el calor intercambiado entre dos estados sino el flujo temporal
de calor por unidad de drea de paso G =7idQ/ (didA), siendo 7 el vector unitario normal.

No debe confundirse el calor con la energfa interna térmica, que es funcién de estado y
corresponde a la parte de la energfa interna proporcional a la temperatura del cuerpo de que
se trate, haya o no transmision de energfa térmica (calor) o mecénica (trabajo) con el exterior,
que son funciones de proceso. La energia térmica estd ligada al estado de agitacién
microscépico. Pese a su cardcter intuitivo, a veces surgen dificultades (p.e., ;es energia
térmica la energia latente de cambio de estado?), asi que conviene trabajar siempre con
energias totales, que se evalian univocamente con AE=W, 4,5, y no separar en energia
térmica, latente, eldstica, quimica, eléctrica, radiante, nuclear, etc.

La transmisién de calor es el flujo de energfa térmica y siempre va asociado a una diferencia
de temperaturas. Tradicionalmente se acostumbra a distinguir tres fenémenos basicos para la
transmisién de calor: conduccién, conveccién y radiacién térmica.

Conduccién de energia térmica por gradiente de temperatura. Es una interaccién
electromagnética de corto alcance (del orden del tamafio molecular) debida al movimiento
aleatorio atomicomolecular. En los sélidos puede decirse que es debida al movimiento
aleatorio de unas particulas inmateriales (fonones, y en los metales también a los electrones)
que viajan a la velocidad del sonido en los sélidos (=103 m/s, aunque para los electrones es
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distinto y =106 m/s) en ondas longitudinales de frecuencia =10!3 Hz; en los gases y liquidos
es debido al movimiento aleatorio de las propias moléculas a velocidades del orden de la del
sonido (=102 m/s) y con un camino libre medio de =107 m para gases y de =109 m para
liquidos, por lo que en cualquier caso resulta un proceso relativamente lento. La ecuacién
constitutiva de la evolucién es la ley de Fourier (1822): E'i—-kVT llamédndose a &
con dngl idad térmica, que es una magnitud escalar si el medio es isotrépico (en cuyo caso el
vector ¢ es paralelo al VT) o tensorial si el medio es anisotrépico (ya no estardn alineados q
y VT). Recuérdese (Cap. 10) que si hay otras fuerzas pueden aparecer flujos acoplados, como
se ha visto en el estudio de los fenémenos termoeléctricos. El signo — en la ley de Fourier
indica que el calor fluye en sentido contrario al del gradiente de temperaturas.

Conveccién de energia térmica asociado al flujo de masa. Se trata de la conduccién de calor
en la pared que confina un fluido en movimiento, pero para calcularlo se necesitaria saber el
gradiente de temperatura en la pared (5 pared=-kVTpareq), que depende fuertemente del
movimiento del fluido y obliga a resolver al mismo tiempo el problema fluidodindmico y el
térmico (ecuaciones de Navier-Stokes), necesitdndose normalmente el cdlculo numérico. Las
correlaciones (numéricas o experimentales) entre la diferencia de temperaturas caracteristica
entre el fluido y la pared, AT, y el flujo de calor en la pared, ¢, se presentan a través de la
llamada ecuacién de Newton (1701), ¢=hAT, que sirve de definiciéon de h, llamado
coeficiente de transmisién de calor por conveccidn, coeficiente convectivo o transmitancia
térmica.

Radiacién de energia electromagnética de longitud de onda entre A=10-7 m y =10-4 m. Puede
decirse que es debida al movimiento direccional de particulas inmateriales, llamadas fotones,
que viajan en linea recta a la velocidad de la luz (¢=3.108 m/s en el vacio) con una frecuencia
v=c/A del orden de 1014 Hz. Si A<10-7 m, la radiacién es tan energética (se dice que es
ionizante) que al interaccionar con la materia da lugar a reacciones quimicas de disociacién e
ionizacién que enmascaran los posibles efectos térmicos. Si A>104 m, la radiacién es tan
poco energética que se transmite a través de los cuerpos con escasa absorcion. La emisién de
energia térmica de un cuerpo sélido por unidad de superficie, e, se modeliza con la ley de
Stefan-1879, e=eoT*, siendo € un coeficiente de emisién llamado emisividad, ¢ una
constante (llamada de Stefan-Boltzmann, pues fue este Gltimo quien la dedujo teéricamente,
en 1884) y T la temperatura de la superficie. Nétese que la emisién de radiacién de un cuerpo
es independiente de la presencia de otros, y que la transmision de calor serd debida a una
desigualdad en el balance radiativo entre los diversos sistemas.

La transmisién de calor es de enorme importancia prictica, no sélo para el estudio de
aparatos especificos como los cambiadores de calor, evaporadores, condensadores,
radiadores y torres de refrigeracién, sino en todos los procesos de combustién (interna o
externa), fision y fusién nuclear, y de protecciéon térmica (aislamiento, ventilacién,
acondicionamiento ambiental, ablacién, tratamientos térmicos de los materiales, etc).

Ley de Fourier: conductividad de metales, no metales y aislantes

Noétese que la ecuacién de Fourier, ?1=—k VT, es vectorial. La conductividad k depende del
medio y de su estado (varia un poco con la temperatura, pero la presién apenas influye) y,
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aunque casi siempre se toma como escalar, tiene cardcter tensorial para medios anisotrépicos
como muros de ladrillo hueco, cemento armado, madera, materiales fibrosos, niicleos de
transformador, monocristales, etc. En cualquier caso, en la mayoria de las aplicaciones
précticas suele considerarse constante (escalar e independiente de la temperatura) para cada
material.

La medida de k en los fluidos (y en los medios semitransparentes) es muy complicada, pues
es dificil evitar la conveccién (y la radiacién). Para los sélidos metdlicos se mide k en una
varilla larga aislada lateralmente, y para los no metdlicos se mide k£ en un disco plano,
delgado, entre bloques de cobre. Las medidas mds precisas de k se hacen en régimen
transitorio rdpido a través de la difusividad térmica (ver mds adelante). Cuando en lugar de
medir k se toma de un banco de datos, la incertidumbre puede ser de £20%, debido a las
impurezas de los materiales.

Es interesante observar que la ley de Fourier aplicada al flujo de calor entre dos cuerpos a
temperatura T y T, separados por un tercer medio de conductividad k, permite las siguientes
realizaciones:

— Calcular k=(QL)/[A(T1 -T5)] a partir de la geometria (espesor L y seccién transversal A
del aislante), las temperaturas (medidas con sendos termémetros) y el flujo de calor
(medido p.e. por disipacion eléctrica en régimen estacionario en uno de los cuerpos).

— Calcular Q=kA(T-T,)/L a partir de la geometrfa, la diferencia de temperaturas y la
conductividad del material (que aqui se supone conocida).

— Calcular T2=T1-QL/(kA), es decir, calcular la temperatura de un cuerpo basado en la
medida del flujo de calor (p.e. mediante disipacién eléctrica estacionaria en el cuerpo
a Ty). En los animales, la apreciacién de temperaturas por el sentido del tacto se basa
en este procedimiento, detectando () (a 37 °C en el hombre) a geometria fija, pero
tiene el problema de-que al variar la transmitancia térmica global (la k equivalente) y
no compensarla el organismo, resulta que dos cuerpos a la misma temperatura T,
parece que estdn a distintas temperaturas (mds frio el de mds k), y por eso también
parece que el agua del grifo siempre sale mds fria que el aire ambiente, siendo que la
media diaria o anual ha de ser pricticamente la misma.

Segun el valor de la conductividad térmica, los materiales pueden clasificarse asf:

Metales. Su k=102 W.m'LK-1 (p.e. kcu=360, ka1=220, kg.=70, kacero=40). Son buenos
conductores por los electrones libres (la ley de Lorentz-1881, que relaciona las
conductividades térmica k y eléctrica o, establece que k/(oT)=(n2/3)(kg/€)?=2,5.10-8 WQ/K?2,
siendo kp la constante de Boltzmann y e la carga del electrén, y se cumple con una
aproximacion =10%, aunque la plata alemana conduce muy bien la electricidad y mucho peor
el calor).

No metales. Su k=1 W.m L K-! (p.€. k40us=0,6; Knieto=2; kvidrio=0,8; kmadera=0,2).
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Aislantes. Su k=102 W.mrLK-1 (p.e. k4;,.=0,02). Para gases, la teorfa cinética ensefia (10.32)
que k es proporcional a (T/M)1/2, Segin su estructura, pueden clasificarse en:

-pulverulentos : kger7,=0,07 W.m 1 K-1, k.0rcno=0,04 W.m-1K-1,

-fibrosos -1 como la lana animal o la lana de vidrio, ambas con kj;,,=0,04
W.m1.K-1
-espumosos: — cerdmicos (en realidad son refractarios): kguiming=0,6 W.m1.K-1;

ksgice=0,2 W.m-1LK-1,

— orgénicos k=0,04 W.m'1.K-1. Se dilatan mucho (a=10-2 K-1) por
lo que no conviene pegarlos. Los termopldsticos (como la
espuma blanca de poliestireno expandido) ceden a unos 100 °C
y son frégiles por debajo de -100 °C. Los termoestables (como
el poliuretano) son muy flexibles.

-multicapa : son capas de papel, pldstico o metal, con recubrimientos
reflectores, separadas por espuma o fibra al vacio (hay que
evacuar el aire si se quiere £<0,02 W.m-1.K-1). Se llega hasta
k=104 W.m-1.K-1.

Los aislantes térmicos son de utilidad para mantener temperaturas extremas, p.e. para que
éstas no sean accesibles desde el exterior (por seguridad, para evitar condensaciones, o
simplemente para ahorrar energia).

Se dice que un material es refractario cuando es aislante térmico y resistente a altas
temperaturas (tienen alto punto de fusién y suelen ser porosos). Pueden ser dcidos (arcillas
refractarias), bdsicos (CaO, MgO, Al,O3) o neutros (grafito, carburos). Se suelen usar en
bloques cerdmicos o en mantas fibrosas. Se usan para mantener materiales a alta temperatura
(hornos, hogares, cucharas metalirgicas, etc), y para su estudio se les somete a ensayos de
choque térmico (a 1000 °C) y ensayos mecénicos (probeta normalizada de 150x25x25 mm3).

Ecuacion del calor y condiciones de contorno

La ecuacién del calor no es mds que el balance energético (Q=AE-W) para una masa de
control infinitesimal dm=pdV entre dos instantes ¢ y z+dr, teniendo en cuenta la ley de
Fourier. Se supone que el proceso es a presién constante (para sélidos y liquidos apenas hay
diferencia, y para gases, aunque si la hay, suelen ser de mds interés los procesos a p=cte);
ademds, la degradacién de energia mecdnica por friccién se considera aparte, junto a otros
procesos disipativos. Por tanto, Q=AE+pAV=AH~AH si la variaci6n de la energia mecédnica
del sistema es despreciable. Es decir, la ecuacidn bésica es:

(fj_l;l = —,[‘; -AdA  con §=-kVT através de la frontera A (11.1)
A

(siendo 7 el vector normal unitario), que es vdlida aunque haya cambios de fase y reacciones
internas. Si el flujo de calor varfa suavemente con la distancia (en unidimensional serfa
(g+dq)—q) se puede aplicar el teorema de Gauss-Ostrogradski!, [g-rdA=[V-gav, y, si

1. Ver p.e. Kudridvtsev, L.D., “Curso de andlisis matematico”, Mir, 1983.
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ademds la densidad no varfa con el tiempo, para el sistema de control constituido por una
masa fija de volumen unitario se verificard:

p=-V.§=V-(vT) (11.2)
donde se han puesto derivadas parciales para significar que ahora la entalpfa por unidad de
masa h se va a considerar una variable de campo A(X,#) y no sélo la entalpfa de un sistema
como era antes. Notese que (11.1) se aplica a una masa de control (frontera impermeable) y
por tanto (11.2) también, asi que en realidad deberfa figurar la derivada sustancial
Dh/Dt = dh/ dt+V.Vh o total (siguiendo a la masa de control en su movimiento), aunque
al no considerar que exista movimiento relativo la derivada total coincide con la parcial (y el
volumen de control coincide con el de la masa de control).

En la ecuacién (11.2) todavia se necesita especificar la relacién entre & y T, lo cual puede
hacerse dando la funcién T(h), que es continua, o la A(T) que puede presentar
discontinuidades en los puntos de cambio de fase. Ademds, habrd que tener en cuenta las
variaciones de entalpia no térmica (eléctrica, quimica (p.e. durante el fraguado del
hormigén), nuclear, etc.), que en este estudio se supone dato (aunque a veces depende de la
temperatura y hay que resolver el problema en conjunto).

Si se supone poh/dt=pcdT/di-p (siendo p la densidad, ¢ la capacidad térmica a presién
constante y ¢ la disipacion de energia interna por unidad de volumen y tiempo), y se supone k
constante, se obtiene la ecuacién del calor en su forma mds corriente:

T _ aV T+ siendo a=-X  1adifusividad térmica (11.3)
ot pc pc

Esta ecuacién diferencial en derivadas parciales, parabdlica, lineal y de segundo orden, es
una de las mds famosas de toda la Fisica matemadtica. En el caso estacionario pasa a ser una
ecuacion eliptica de tipo Poisson, y si ademds es ¢=0, se reduce a la ecuacién de Laplace
V2T=0, que tantas veces aparece en distintos problemas fisicos (electrostdtica, hidrodindmica,
etc). La difusividad térmica a es de =104 m2/s para metales y gases y de =10-6 m2/s para no
metales y liquidos.

Condiciones de contorno temporales: los problemas pueden ser estacionarios, periédicos y
transitorios. El tiempo de relajacién es =L%/a, siendo L una longitud caracteristica (p.e., un
huevo de unos 2 ¢m de radio tarda en enfriarse unos (2.10-2)2/10-6=400 s). Si existe otro
tiempo caracteristico se define el nimero de Fourier Fo=at/L? para tener una idea del grado
de avance del problema transitorio hacia el estacionario.

Condiciones de contorno espaciales: pueden estar en la frontera o en interfases internas. En la

frontera las mds comunes son T=cte (limite de bafio térmico muy agitado), V,,7=0 (gradiente
normal nulo por limite de frontera adiabética) y V,,T=h(T-T..)/k (caso general de conveccién
desde un fluido exterior a temperatura T.. y transmitancia térmica k). En este dltimo caso, el
mds general y corriente, ya que haciendo A—ee se recupera el primer caso y con A—0 el
segundo, se define el nimero de Biot Bi=hL/k para medir el efecto de la transmitancia
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exterior. No debe confundirse Bi con el nimero de Nusselt (que se definird en problemas de
conveccién térmica como Nu=hL/k, pues en éste, la h, L y k son las del fluido, mientras que
en Bi la h es la del fluido, pero L y & son las del sélido).

En las interfases las condiciones de contorno son en el salto de temperaturas y en el salto de
su gradiente. Llamando T, y T- a las temperaturas a un lado y otro de la interfase, se tendra
que T,-T.=AT cppiaci0, qQue se llama resistencia térmica de contacto y suele considerarse dato.
Sobre todo en las uniones entre metales, AT conacio puede ser grande, y es debida al espesor
de la unién, al adhesivo, al aire atrapado, a la presién de unién, etc.; cuando interesa
disminuirla se usan juntas de metales blandos. Al variar la conductividad térmica a través de
la interfase y si existen fuentes o sumideros de calor interfaciales (p.e. por friccién) se deberd
verificar k, VT, —k_VT_ =@ interfacial-

Hay que apuntar también que en muchos problemas técnicos de conduccidn térmica se utiliza
el factor geométrico de Langmuir S=A4 ,,.4ia/Linedia tal que Q=kS(T,-T}), como en el ejemplo
de la Fig. 11.1.

T,

S... 2”b Z>>R > S: 27l'b
: 2Z
arg cosh— In—

R

Fig. 11.1. Ejemplo de utilizacién del factor geométrico de Langmuir S (se ha de calcular aparte
con la ecuacién del calor). Tanto Ia tuberia enterrada como el ambiente se suponen
isotermos, y b es la longitud perpendicular al dibujo.

Conduccion unidimensional estacionaria en pared plana compuesta, cilindro y
esfera: fuentes y sumideros

La ecuacion del calor sin fuentes ni sumideros y en régimen estacionario es la de Laplace
V2T=0. El caso de paredes compuestas es de interés prictico porque asi se consigue m4s
facilmente cubrir las diversas necesidades ingenieriles: estructurales, térmicas, mecdnicas,
quimicas, etc.; una sirve de estructura, otra aguanta el calor, otra la presién, otra aisla del
ambiente, etc. En todos estos casos se supondrd flujo unidimensional de calor perpendicular a
la pared.

Si la geometria es plana el perfil es lineal como se indica en la Fig. 11.2, donde los datos
suele serk;;, A, T, y T, y las incégnitas Q y las T;. La solucién para el caso de condiciones de
contorno en temperatura (Fig. 11.2a) se puede poner como:
T WP WY i PR P
L(),l L1,2 Ln—l,n —
A
y, para el caso de condiciones de contorno en flujo de calor (Fig. 11.2b) se puede poner

comao:

0 = kg A

= UA(T, - To) (11.4)
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h- T—---=hn_1,n AT, —T,)= TRTO—UA(T,,—-TO) (11.5)

2 =
A

0 = ho ATy~ Ty) = ky A2

siendo R la resistencia térmica y U la transmitancia térmica (o coeficiente global de
transmisién de calor), definidas por las igualdades correspondientes en (11.4) y (11.5). En
general, este tipo de ecuaciones se pueden enunciar asf:

Fuerza de escape térmica

Flujo de calor = - —— =Conductancia térmica x Fuerza de escape térmica
Resistencia térmica
T T, T.T T T, T T
o 1 nl 'n 0 1 n-l n

T -

a) b)

Fig. 11.2. Perfil de temperaturas y flujo de calor en una pared plana compuesta en régimen
estacionario: a) caso de condiciones de contomo en temperatura, b) caso de
condiciones de contorno en flujo de calor (aunque aqui se supone que es por
conveccidn, pudiera ser también por radiacion).

Nétese la analogia con el problema eléctrico que se obtendria al sustituir diferencias de
temperatura por diferencias de potencial eléctrico, calor por intensidad eléctrica y resistencia
térmica por resistencia eléctrica.

A veces es muy importante la resistencia debida a las costras que se forman sobre las
superficies de transmisién de calor durante su utilizacién (depdsito de sales en calderines, de
hollin en hogares, etc) o a un mal contacto entre superficies conductoras.

Si la geometria es cilindrica (coordenadas r,0,z), la ecuacién del calor, que toma la forma:

ar 13(%) 19T *T| ¢
—=d——|r—|+S5=—+—5 |+ —
ot ror\' or) r?26* 9| pc
(11.6)
con ?=—k(§’1* 18Tu +8T )
1 or T a8 T 9

en régimen estacionario y unidimensional da como solucién general T=Alnr+B, con una
resistencia térmica R=In(R./Rin)/(27Lk) siendo L la longitud axial. El flujo de calor es
O=(k2RL/(RIN(R os/R;))AT. Un caso curioso y de gran interés es el siguiente. En el
aislamiento exterior de cilindros en presencia de una atmdsfera convectiva de h=cte, puede
aparecer un radio critico r,, (o espesor de aislante critico) tal que al aumentar el espesor de
aislante lo que ocurra sea que se favorezca el flujo de calor por el aumento de drea. En efecto,
si se consideran datos R, Tin, ky h Y Tew € incognitas QO (Rexy) ¥ Tex(Rex), €5 fécil ver que:
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~-T,
Q = 2 nlk -2 _—int “’R' =27R, Lh(T,, - T,,) (11.7)
In

ext

int
presenta un mdximo cuando Bi=hr./k=1. En la prictica, ro,=k/h resulta ser del orden de
algunos milimetros, por lo que sélo al aislar cables eléctricos se presentard esta paraddjica

situacién, que se usa provechosamente para enfriar los conductores usando buenos aislantes
eléctricos que suelen ser también aislantes térmicos.

Si la geometria es esférica (coordenadas r, 8, @), la ecuacién del calor, que toma la forma:

or 1 EISYs 1 9 or 1 | ¢
—=4a| —5 ro—_I+ sen@— +—'2—'—2——_2 + —
ot Zor" or) r%sen6 96 d8) r“sen“6 do pc

(11.8)

con *=—k —é?—T—ii +l§1 +—1—£i2
o e rsenf dp

en régimen estacionario y unidimensional da como solucién general T=A/r+B, con una
resistencia  térmica  R=(R.-Rin)/(4nRexRink) 'y un flujo de calor Q=
(KAR2/(R2AR/R ;iR o)) AT. Como en el caso cilindrico, puede aparecer aqu1 un radio critico,
que en este caso vale r.,=k/(2h).

Cuando existen fuentes volumétricas o superficiales, la ecuacién V2T+g/k=0 (donde ¢ es la
disipacién de energia por unidad de volumen) se resuelve de modo similar. Si se mantiene la
temperatura de la pared exterior a T, los perfiles que se obtienen son:

— Fuente volumétrica plana: T=-[¢/(2k)|x2+Ax+B; T-T,=[¢L2/(4k)][1-(2x/L)?] con
Q/A=gL/2.

— Fuente volumétrica cilindrica: T=-[¢/(4k)]r2+A1nr+3; T-T,=[pR2/(4k)][1-(r/R)?] con
Q/A=pR/2. Nétese que Q=gnR2L y por tanto Tx-T,=Q/(4mkL) es independiente de R.

— Fuente volumétrica esférica: T=-[g/(6k)]r2+A/r+B; T-T,=[pR%/(6k)][1-(r/R)2] con
Q/A=pR/3. Nétese que Q=p(4/3)7R3, como era de esperar.

— Fuente superficial plana entre paredes iguales: T-T,=[gL/(2k)][1-x/L].

— Fuente superficial cilindrica de radio R: el perfil de temperatura ha de ser plano hacia
el centro e igual al valor en el radio de deposicion Tr-T,=(pR/k)In(R/R .x;). NGtese que
Tp—eocuando R ,—>oe.

- Fuente superficial esférica de radio R: el perfil de temperatura ha de ser plano hacia el
centro e igual al valor en el radio de deposicién Tr-T,=(#R2/k)[1/R-1//R4x]. Nétese
que ahora T si tiene limite aunque R oy—> <.
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Conduccion casi-unidimensional: aletas

Se considera ahora la conduccién en régimen estacionario a lo largo de materiales de
conductividad constante k& y seccién transversal A(x) lentamente variable (aletas), en
presencia de una atmdsfera a T.. que proporciona un bafio térmico de transmitancia constante
h. Otros casos de interés, como aleta radiante, o colectora de radiacidn, o con T.(x), o con
k(x), se dejan como ejercicio.

El balance energético para una secciéon de drea A, espesor dx y 4drea mojada A, es
qx+dx)A(x+dx)+quw(X)Aw(x)-g(x)A(x)=0, donde g=-kdT/dx y q.,=h(T-T..). Ciiiéndose al caso
de aletas unidimensionales (dA/dx=0) y llamando p al perimetro de la seccién recta, la
ecuacién anterior pasa a ser —kA(dT/dt+d?T/dr2dx)+hpdx(T-T..)+kAdT/dt=0, que se reduce a
d2TIdi2«T-T..)hp!/(kA)=0, cuya solucién, suponiendo extremo adiabdtico, es (T=T.)/(To~T )
=cosh[m(L—x))/cosh(mL), y Qyaiz=mkA(T,-T)tanh(mL), siendo T, la temperatura en la raiz
de la aleta y m=(hp/(kA))1/2,

Se acostumbra a definir el llamado rendimiento de aleta como el cociente entre el calor
evacuado por ella y el que habria evacuado si toda ella hubiese permanecido a la temperatura
de la raiz, es decir, N=kAdT/dxy-o/(hA.(T,-Too)), obteniéndose en el caso considerado
n=tanh(mL)/(mL). Otras veces se llama rendimiento de aleta al cociente entre el calor que
sale por la raiz con y sin aleta, obteniéndose en este caso n=[A/(pL)]tanh(mL)/(mL)

Sélo es practico poner aletas si Q,4i;>>hA(Ty-Tw), p.€. kp/(hA)>5 (0 lo que es 1o mismo, si es
espesor<k/h). Para poder considerar la aleta independiente, la distancia entre aletas ha de ser
por lo menos el doble del espesor de la capa limite hidrodindmica.

Comportamiento transitorio: inercia térmica

De la ecuacién del calor, dT/at=aV?T, se deduce que el tiempo de relajacién térmica en el
interior de un sélido serd del orden de L%/a, siendo L una longitud caracteristica (p.e. una
esfera de 0,1 m tardard en uniformizar su temperatura (calentdndose o enfridndose) =102 s si
es metdlica y =104 s si no lo es). Por otra parte, del balance energético dH / dt = —JE]. - ndA
para un sélido en un baiio térmico de coeficiente de conveccidn 4, el tiempo de relajacién
hasta la temperatura del bafio serd t,.14j=pcV/(hA), siendo V su volumen y A el drea bafiada.

Un caso f4cil de analizar es aquél en que el tiempo de relajacién interna es mucho menor que
el tiempo de relajacidn con el exterior, es decir, cuando Bi=hL/k—0, que corresponde al caso
en que las variaciones espaciales de temperatura son pequeiias (excepto en la capa limite de
la frontera), pudiendo aproximarse H=pVc(T-T,), con lo que, si el flujo de calor es debido a
un bafo a temperatura T.. con transmitancia constante k4, la ecuacién del calor,
dH/dr=—] (_i ndA, se resuelve para dar (T-T.)/(T,-T-)=exp(-BiFo). Esta aproximacién da
errores menores del 5% para Bi<0,1. Por ejemplo, para un bulbo de 25 mm de largo y 3 mm
de didmetro de un termémetro de mercurio (k=30 W.m-1.K-1) en un bafio de aire (conveccién
natural con h=10 W.m2.K-1), Bi=103, y el tiempo de relajacién en que se alcanza el 99% del
salto de temperatura impuesto es de unos 6 s.
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Otro caso sencillo y muy ilustrativo es el de la conduccién unidimensional en un medio
homogéneo semiinfinito cuya superficie libre estd sometida a oscilaciones periddicas de
temperatura en la forma T,(t)=T .4+ AT ,sen(2 7t/ 7). La solucidn periddica de la ecuacién del
calor oT/dt=aPT/or? da:

T(x,8) = Tpogia + AT, exp(#"/”)sen(zn-’% - ﬁ) (11.9)

Es fécil ver que las oscilaciones se van amortiguando y para x >>(a?/m)!/2 ya apenas varia
(asi que aunque se ha hecho para un medio semiinfinito vale para paredes de espesor mucho
mayor que el antedicho). Es de destacar también el retraso en fase que se introduce al
penetrar la onda térmica, pues lo hace con velocidad finita constante e igual a 2(ra/7)1/2. Por
ejemplo, tomando para la tierra a=10-% m?/s, resulta que la onda térmica diaria (por rotacién
de la tierra respecto al sol, con 7=86400 s) penetra poco més de x >>(a®/x)}/2=0,2 m (por eso
pueden rebrotar las plantas tras una helada nocturna) llegando allf la onda con un retraso de
7/(2m)=4 horas, y la onda anual (debida a la inclinacién del ecuador sobre la ecliptica, con
7=3.107 s) penetra poco mds de 3 m (llegando alli con un retraso de algo menos de dos
meses).

El dltimo caso que se analiza aqui es el de la conduccién unidimensional en un medio
homogéneo semiinfinito cuya superficie libre se ve sometida a un salto (escaldén) de
temperatura To—T .., cuya solucion es (T,-T)/(T,-T .)=erf(x/(4ar)}/2), donde erf(x) es la funcién
error de Gauss (Apéndice 2).

Ademds de los efectos de la inercia térmica, los transitorios térmicos pueden tener otros
efectos deseables o indeseables, ya que grandes VT dan lugar a grandes esfuerzos mecdnicos
(grietas, rotura de vidrios?, zunchado, etc) y a altas temperaturas (se chamusca el calzado
antes de calentarse los pies, se agarra la comida en las cacerolas, coagula la clara y no la
yema en los huevos pasados por agua, no crece el grano de los materiales metdlicos al
templarlos, etc).

Métodos numéricos

Ademds de los métodos analiticos, de los métodos grificos iterativos usados antiguamente3 y
de las miltiples analogias fisicas (papel electroconductivo, célula de Hele-Shaw) que se han
ideado para resolver los problemas de conduccién de calor, hoy dia sélo se resuelven los
problemas de transmision de calor por cdlculo numérico con ayuda de ordenador,
utilizdndose la teorfa para comprobar los érdenes de magnitud y resolver algin problema
modélico por desarrollos en serie u otros métodos que también requieren en tltimo término el
cdlculo numérico por ordenador.

2. Al echar agua hirviendo a un vaso dc vidrio normal sc generan grandes tensionces internas por dilatacién
diferencial y pueden agrietarlo. Para evitarlo hay que reducir la incrcia térmica usando vasos de pared muy
delgada, disminuir el choque térmico introduciendo una cucharilla metdlica, elc.

3. Puede verse p.c. Holman, J.P., “Heat transfer”, McGraw-Hill, 1986.
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De los varios métodos numéricos que se han desarrollado (diferencias finitas, elementos
finitos, elementos de contorno, Monte Carlo, etc) sélo se va a tratar aqui el de diferencias
finitas. Las siguientes consideraciones son de aplicacién:

1. La incertidumbre en la utilizacién de los datos térmicos recopilados es alta (£20% en k
debido a las impurezas, £30% en 4 debido al campo de velocidades, llegando a 50% si
hay cambio de fase, +50% en € debido a la oxidacién y contaminacién) y, por tanto, de
poco vale exigir mds exactitud al método de célculo.

2. Conviene utilizar algoritmos ajustados a cada tipo de problema (unidimensional,
bidimensional, tridimensional, propiedades variables en el espacio, propiedades variables
con la temperatura, cambio de fase, etc), ya que el programa debe resultar comprensible
al usuario y sobre todo de rdpida ejecucidén, pues si no es interactivo no se tiende a
ensayarlo. Esto no significa que para cada problema haya que desarrollar un programa
especifico, pues su depuracién también comprometeria su rendimiento.

3. Para el planteamiento, se hace un esquema grafico y se pone una malla (discretizacién)
de puntos (nodos) en los que interesa calcular la temperatura (por eso debe haber un nodo
en cada interfase). Conviene que la malla sea lo mds sencilla posible, pero cuantos més
nodos mds resolucién y mds precision (hasta cierto limite), por lo que suele elegirse entre
5 y 50 nodos por dimensién. La discretizacién temporal siempre se hace igual, desarrollo
en serie de Taylor, pero la discretizacion espacial es distinta en el método de diferencias
finitas (MDF) y en el método de elementos finitos (MEF); en el MDF la celda estd
centrada en el nodo, mientras que en el MEF la celda estd limitada por los nodos cercanos
(p.e. tres para mallas triangulares y cuatro para mallas tetraédricas).

4. A cada nodo (en el MDF) se le asigna una celda de material (p.e. dividiendo por la mitad
la distancia entre nodos), de tal manera que cada celda quede bien representada por unos
valores T, p y ¢ caracteristicos y cada separacion interceldilla por una k adecuada. Si hay
fuertes gradientes de temperatura la malla ha de ser muy fina para que el suponer que la
temperatura del nodo es uniforme no invalide el cdlculo.

5. Se hace un balance energético de cada celda discretizando la variable tiempo en la forma
OT10t=(T nueva-Trieja)lAt, y 1as variables espaciales en la forma JT/ax= (TxsaxTx.40)/(24Ax)
y PT/2=(Try pr-2T+Tx.4:)/Ax? (diferencias centradas). Asi se obtiene el sistema de
ecuaciones algebraicas a resolver, siendo Tp.v, de cada celda la incégnita y empezando
por unas Ty, conocidas inicialmente (método explicito).

6. Lo mas caracteristico de cada problema son sus condiciones de contorno, que se tratardn
con extremo cuidado fuera de la rutina general de las celdas interiores. Conviene incluir
las interfases exteriores como nodos adicionales de la malla, aunque en realidad estén
infinitamente lejos. Notese que si las condiciones de contorno impuestas se separan
mucho de las iniciales, aparecerdn enormes gradientes (ficticios, pues realmente nunca se
podré forzar esas condiciones fisicamente) en el instante inicial que pueden invalidar la
discretizacion.
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7. Si se trata de un problema estacionario, suele ser conveniente resolver su problema
transitorio completo hasta llegar al estado estacionario; por una parte es mds ilustrativo, y
por otra, muchos métodos para problemas estacionarios son iterativos, luego parece
l6gico que sea la variable fisica tiempo y no otra sin sentido fisico la que controle la
iteracién.

Como ejemplo, para problemas bidimensionales estacionarios de propiedades constantes se
puede usar los siguientes esquemas:

- Método directo: T4y -2T;j+T ;1 j+T; j41-2T;j+T; j.1=0, se numeran todas las incégnitas,
se construye la matriz de coeficientes y se invierte.

- Método iterativo: T; J,nuevaz(Ti+1 J'+T,'_1 J+T,' J'+1+T,' J'-l)/4-

- Método de relajacion: se calcula T,ueq por el método iterativo, pero se pone:
Tmejor=Tnueva+ (T nueva-Tvieja), con un factor de ponderacién 1<w<2.

Para problemas unidimensionales transitorios se puede usar:

- Meétodo explicito: T pueva-Ti=Fo(Ti41-2T+T;.1), pero que exige para que sea estable
que Fo=aAt/Ax?<1/2 y si las condiciones de contorno son convectivas, también
Fo(14Bi)<1/2. Para multidimensional el limite es Fo[ 1+(Ax/Ay)2+(Ax/ Az)2]<1/2.

- Método implicito: T; nuevaTi=Fo(Tis1 nueva-2T i nuevatTi-l nueva), que da lugar a un
sistema tridiagonal T;.1 nuevat(1/F0-2)T; puevatTiv1 nueva=T il Fo.

- Método de Crank-Nicholson (1947): consiste en usar como mejor actualizacién

(Ti,nueva_Ti)CN: [(Ti,nueva'Ti)axplfcito+(Ti,nueva'Ti)impl[cito]/2 yes mds preciso que el
implicito.

El método explicito introduce ademds una difusién térmica ficticia que se propaga a
velocidad Ax/At=(k/pc)/Ax, funcidén del tamafio Ax de la discretizacién.

Conduccion con cambio de fase

Lo caracteristico de este problema es la singularidad que aparece en el frente de cambio de
fase, que serd moévil y llevard asociada una deposicidn/absorcién local de energia, pero si se
consigue que las fases fluidas no entren en movimiento (salvo que se trate de una transicién
alotrépica habrd al menos una fase fluida), el problema responde a las mismas ecuaciones
que si no hay cambio de fase, es decir, se puede usar la (11.1) con una H(T) apropiada
(discontinua en la temperatura de cambio de fase para una sustancia pura), o la (11.3) con
Pvolumétrico=0 pero ¢interfacial<>0-

Debido a su gran inercia térmica, los sistemas con cambio de fase son muy utilizados para
regulacién y almacenamiento térmico (Cap. 19). El efecto amortiguador del mar para las
variaciones dia-noche y verano-invierno de la temperatura se debe principalmente a esta
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causa (aunque también contribuye a ello la diferencia de capacidades térmicas del agua y el
suelo, que es de 4:1). En las aplicaciones técnicas de acumuladores térmicos sélo se utiliza el
cambio de fase s6lido-liquido para evitar grandes variaciones de volumen, pero aun asi, hay
que prever un volumen de compensacidn no sélo para las dilataciones sino para el cambio de
volumen asociado al cambio de fase (tipicamente =10%). Si no se quiere depender del campo
gravitatorio para el posicionamiento de los contactos térmicos, el recipiente ha de estar
totalmente lleno y utilizar un fuelle o membrana para las variaciones de volumen. Conviene
también disponer una malla metdlica en el interior para aumentar la transmitancia. Como
sustancias de trabajo suelen usarse parafinas, sales hidratadas, metales de bajo punto de
fusién, sales fundidas, etc., segin, claro estd, el rango de temperatura de funcionamiento
deseado; dichas sustancias han de ser muy puras (la presencia de gases disueltos puede

inutilizar el sistema) y aun asf los continuos cambios de fase suelen acarrear una degradacién
de las actuaciones.

Una especial aplicacion de la transmisidn de calor con cambio de fase es la ablacién, donde
un material funde y se volatiliza al estar expuesto a muy altas temperaturas, sirviendo asi de
proteccién térmica (mientras quede material) a otros sistemas, como se hace en las cdpsulas
espaciales para la reentrada en atmésferas planetarias donde se generan por friccién miles y
decenas de miles de grados.

Se va a analizar en mds detalle ahora la transmisién de calor en un sélido que funde,
considerdndolo como sustancia pura (Tfus, Unica y bien definida) calorfficamente perfecta,
caracterizada por las capacidades térmicas c¢; y ¢; y las conductividades térmicas k y &; del
solido y el liquido respectivamente. Se hace notar que para no tener que introducir efectos
convectivos y poder utilizar las ecuaciones anteriormente desarrolladas es preciso asumir que
Ps=pi=cte.

Supdngase que a un sistema de forma arbitraria como el representado en la Fig. 11.3 se le
imponen unas condiciones iniciales genéricas T(X,0) (de equilibrio o no) y unas condiciones

de contorno genéricas a+bT(X4,1)+ cVT(%4,1) 1y = 0 (estacionarias o no).

A

Fig. 11.3. Transmisién de calor con cambio de fasc: A, frontcra fija exterior donde se
aplican las condiciones de contorno; Vg, volumen sélido; Vi, volumen liquido;
AL, superficie movil que scpara la fase sélida de la liquida.

El problema de la transmisién de calor puede plantearse en términos de entalpias (11.1):
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Jh(%,1) _ 2 _
= k(h)V°T(h) en V=V, +V, (11.10)

p

donde la variable independiente es la A(X,t) (cuyo origen se toma a T=0) y se hace uso de las
funciones auxiliares:

2 si 0<h<cT,
+
=15tk G or o <hse T 4ny (1L.11)
kl si CsTf+hslSh

(donde la condicién intermedia no deberia de darse en teoria, pero surgird en el cdlculo
numérico), y:

h si 0shs=c]Ty
CS
h-h
LY si e,Tp+hy <h
¢
o en términos de temperaturas:
Si XeV, pcs-a%’t) = k,V*T(%,1)
t
- (11.13)
Si X€ ‘/I p(,‘l a’r(f’[) = klva(X,t)

en cuyo caso a las condiciones de contorno hay que afiadir las de la interfase (Fig. 11.3):
a+bT(%,,t)+cVT(%,,1)- 7, =0 en A

ks(VT-h’Al)s_ kl(VT.;l’Al)l_-:phsl({;Al.;I'Al) en A, (11.14)

Los problemas de frontera mévil son dificiles de resolver por el método de las temperaturas
(11.13-14), salvo que la geometria sea tan simple que admita una transformacién sencilla que
permita utilizar una malla adaptativa en la que la frontera mévil aparezca como fija, por lo
que el método entdlpico suele ser el Gnico recurso. El caso mds elemental, el dnico que
admite una solucién analitica sencilla, es el problema de Stefan, que se analiza a
continuacidn.

Problema de Stefan

Sea un sélido semiinfinito inicialmente a la temperatura de fusién, al cual se le aplica un
escaldn de temperatura en la superficie para fundirlo o solidificarlo (Fig. 11.4).
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hielo agua

U, S

Fig. 11.4. Configuracion del problema de Stefan de transmisién de calor con frontera mévil por
cambio de fase; se ha ilustrado con el caso concreto de 1a solidificacién de agua.

El problema se reduce a la fase liquida porque en todo el resto del sélido la temperatura
seguird siendo la de fusién, y el planteamiento serd:

pc%zk% con T(x,t=0)=T;, T(x=0,1)=T,,
y T(x=xp1)=T, k%xf=phs,_d_;ti (11.15)
que con el cambio de variables:
GE’ITff—_;,;’ xE%, TEt;—C—LT, JaEC(T—j;;Z'—"—) | (11.16)

(donde L es una longitud irrelevante, y Ja es el llamado nimero de Jakob, a veces también
llamado nimero de Stefan, a €l o a su inverso) toma la forma:

0 90 6(x=0.7)=1, 99

— —— O<Z<Z(T) _— _:}_f_li
It ot AT ex=xp1)=0, o

= 11.17
Ja dt ( )

s

cuya solucidn es:

erf(i)
9=1——2\/—?— con ~roe“ef(a)=Ja y x;=2ar (11.18)
erf(«/E )
siendo « la soluciéon de la ecuacidn trascendente indicada en (11.18). Es decir, dados unos
datos, p.e. para el hielo-agua T/=0 °C, p=1000 kg.m=3, ¢=2100 J.kg-1.K-1, k=2 W.m-1.K-1,
hs=0,33.106 Jkg!, y con T,,=—60 °C, primero se determina Ja=2100.60/0,33.105=0,38;
luego se calcula la raiz de la segunda ecuacién en (11.18), resultando ser a=0,17; después,
para cada valor de ¢, se obtiene la posicion del frente de fusion x, = 2+Jotkt / (pc), el perfil
de temperatura, y el flujo de calor en x=0, que también suele ser de interés.
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Transporte de masa

Se van a estudiar aqui los procesos de transporte de masa asociados a un gradiente de
concentracién. Aunque se dice transporte de masa, se trata del transporte de especies
quimicas por difusién molecular (y por conveccién mdsica en el capitulo siguiente), y no de
estudiar el movimiento medio de la masa global (tipico de la Mecdnica de fluidos).

La Termodindmica ensefia que los sistemas tienden a evolucionar hacia el estado de
equilibrio, en el cual desaparecen las velocidades relativas, y la temperatura, y (st no hay
campos de fuerza exteriores) la presidon y el potencial quimico, son uniformes. La
Termodindmica de la evolucién ensefia que lejos del equilibrio pueden desarrollarse procesos
que tiendan a disminuir la entropia (p.e. difusién de especies desde bajas concentraciones a
altas), pero sélo si algiin otro proceso acoplado genera mds entropia de la que pierde el
primero.

La difusién es muy efectiva en las mezclas gaseosas y mucho menos en las liquidas, debido a
la gran diferencia de camino libre medio. En estado sdlido la difusién es despreciable,
aunque se logran difusiones superficiales a alta temperatura (de utilidad en tratamientos
superficiales de materiales).

Recordemos que para medir la composicién de una mezcla se puede utilizar las fracciones
molares x;, las fracciones mdsicas y;, las densidades p;, o las concentraciones c¢;, definidas
como:

N

n;

M
yo= o mM M,
CYm YoM Y M,

m; _yizmi _
= > =y

mezcla
=t P N
= = =

Viereta  M: D xiM;

X; =

Di P (11.19)

V,

mezcla

p

J

El balance mdsico de una especie genérica i, considerada como un fluido con densidad p; y
velocidad local (macroscépica) v;, en un volumen de control dxdydz, donde se supone que
puede haber una fuente o sumidero de especies w; por reacciones quimicas, sera:

pivy, dydz — [pivx‘ ¥ —‘?—(p,-vx. )}dydz
f) i ax i

%’%dxdydz =4{+p;v, dzdx - [Pi"y,- + %(Pi"y; )}dzdx p+ widxdydz — % v (in;) -

i

+p;v, dxdy — {Pi"z. + ‘Q‘(Pi"z. )}dxd)’
L ox* )

(11.20)
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Sumando para todas las especies e introduciendo la definicién de velocidad mdsica media v,
se obtiene la bien conocida ecuacidn del balance mdsico total (5.22) o (5.26):

p e L1 = 90 o= Dp__ v.5
> +ZV (piv;)—O, y con V~p2Pivi—> ot +V-(p¥)=0-> Dt~ v v(11.21)

Nétese que andlogamente se podria haber introducido la velocidad molar media
¥ —- ,
Vv = Zc,-vi /2 ¢; , la cual tendria en general otro valor.

Ley de Fick

La relacién mds sencilla entre el flujo de masa de un componente f, y el gradiente de
concentracién que lo ocasiona Vp;, fue propuesta por el fisidlogo alemdn Fick, en 1855:

—

Ji=pi(¥i—¥)=piVy ==DVp;
o bien xi\_;di = -—Dthl
o bien yiffdi = —Dl-Vyi (1 122)
(¢} bien C‘vd[ = —DLVCl
donde se supone que sélo hay gradiente de la especie i, y no hay gradiente de otras especies,
ni de temperatura, ni de presion, ni campos de fuerza externos. El coeficiente de difusién D;
depende de la especie i, de la temperatura, de la presién (poco) y de las demds especies j. A

V4, definida por (11.22), se le llama velocidad de difusién. En primera aproximacién, las
cuatro formas de (11.22) son equivalentes.

Ecuacion de la difusion

A partir de (11.20), con ayuda de (11.22), se llega a:

Dp; _dp; - « - L
T)I%‘E?ptl—‘i‘\/'vpi:Wi—V'(in")'*'V'Vpi=Wi+V'(Dinl‘—in)+V'Vpi=
=w;+V-(DVp;)-p,V-¥
(11.23)
que también se puede escribir como:
ap; -~
Pi V. (p7)=V-(D;Vp;)+w, (11.24)

ot

En todo el desarrollo posterior se va a introducir la simplificacién de considerar que la
variacién de densidad global p debida al transporte de especies es despreciable (implica
V-V =0), lo cual serd vdlido para pequefias concentraciones o cuando la difusién de una
especie se compense mdsicamente con la difusién de las otras. Ademds, se considerard que la
difusividad D; de una especie en una determinada mezcla es constante, con lo que se obtiene
finalmente:
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Dp; )
'5"} =D;V°p; +w;
Dy: w;
Fy‘ = Divzyi +—+
t p
: 3
Pﬁ= D,-sz,- 4 Mw; (11.25)
Dt Mlp
% = D,~Vzci + ﬁ
Dt M; |

Nétese la gran similitud entre los procesos de difusién de especies y de difusion de energia
térmica (conduccién de calor), lo que ha motivado el presentarlos en este mismo capitulo. El
equivalente a la ley de Fick (11.22) es la ley de Fourier, § = —kVT y el equivalente a la
ecuacion de la difusién (11.24) es la ecuacién del calor, dT/dr=a V2T+¢/(pc), deducida en
(11.3).

Como la variacién de entropfa por variacién de composicién es dS=(u;/T)dn; la produccién
de entropfa serd S,,, = j;V(i; /T), siendo Jj; el flujo molar de sustancia (mol.m2s1), y
como j; = ¢vy; =—D;Ve; y para mezclas ideales V(WT)=RVxi/x;, se llega a que S,,,=
cDI{VWDR.

Difusion unidimensional plana

Este tema se va a desarrollar con un ejemplo: la difusién de vapor de agua desde una
superficie liquida hacia una atmdsfera no saturada. Se supone que no hay conveccién (p.e.
seria aplicable a la evaporacién en un tubo de ensayo y no en una cubeta con aire circulante),
que se ha alcanzado el régimen estacionario, que el proceso es isotermo y las
simplificaciones usuales (difusividad constante, gases ideales, aire no soluble en agua y sin
reacciones quimicas).

Si se supone conocida la fracciéon mdsica de vapor y; a una altura dada z;, (Fig. 11.5), y
sabiendo que a nivel del liquido z, la fraccién mdsica serd la de saturacién, las ecuaciones de
balance mdsico total y de la especie vapor (i.e. vapor de agua) serdn:

d . ap; - dy
5‘;—+V~(pv)= 0= v=cle= vo,—aT‘+V-(pl-vl-)= W, =y, = yiv——Dl-E= cte=v,
(11.26)

donde se ha eliminado la notacién vectorial por ser el problema unidimensional, se ha
tomado p=cte y ademds pv=p;v; es decir, se ha despreciado la velocidad propia del otro
componente (aire en calma). El objetivo es determinar la ley de evaporacidn, es decir,
calcular v,, y(z) y dz,/dt (Fig. 11.5) en funcién de las propiedades de los fluidos y las
condiciones de contorno impuestas:

p (T)

ylz:zo =Yo = Mva ’ y|z=zl =N (11.27)
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(donde M,,=M,/M,=0,62 es ¢l cociente de masas molares del vapor y el aire), lo cual se hace
facilmente con (11.26), obteniéndose:

-z,

Sga) (T et e
l_yo [ 1")’0 1“)’0 dr pliquido

que en el caso normal de y<<1 conduce a v,=D;(y,-y1)/(z1-2,) y un perfil de concentraciones
practicamente lineal.

Fig. 11.5. Perfil de concentracién de vapor de agua en las
inmediaciones de agua liquida (‘y’ es la fraccién masica) en
la difusién plana estacionaria en aire en calma.

Pero la evaporacion del liquido requiere un aporte de energia g,=pv,Ahy,  (siendo Ahy,, la
entalpia de vaporizacidn a la temperatura de la interfase), que bien puede llegar por radiacién
desde un cuerpo lejano, o por conduccidén a través del liquido (o enfridndose éste), o por
conduccién a través del gas. En este dltimo caso, el balance energético aplicado a la mezcla
estacionaria (5.25), serd:

(Xpei)

—= =Yg+ V(?-v) -V-(Y pih¥;)

dr _ , d°T dr .
_)pivicpi; = k?iz—z _>pvocpvapo, (T—To) = kz_qo (11.29)

donde se ha tenido en cuenta el estado estacionario, la ausencia de efectos viscosos, que el
aire estd en calma (pstp,-v,:pvapo,vvapo,), que se ha llamado v,=v como antes, y que se han
introducido las condiciones de contorno térmicas en z, para la integracién primera. Nétese
que ¢l ¢, que aparece es solo el del vapor, mientras que la & es la de la mezcla (practicamente
la del aire). Integrando otra vez se llega a:

pv,c LT,

P vapor P vapor (v}

In[1+

(Tl - To) Py,

: = (21-2,) = g,=k = pvoAhy, (11.30)
4o k 1= 2% °
habiendo supuesto que el término entre corchetes es préximo a la unidad (en este caso el
perfil de temperaturas serd lineal). Como se han supuesto conocidas las condiciones de
contorno en concentraciones, se ha determinado v, con (11.28), y con (11.30) se determinaria
el salto de temperaturas. Si se suponen conocidas las condiciones de contorno térmicas, de
(11.30) se obtendria v, y de (11.28) la diferencia de concentracién. En ambos casos hay que
tener presente el equilibrio en la interfase, dado por la primera relacién en (11.27).
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Difusion unidimensional esférica

Este problema tiene mds aplicaciones précticas que el anterior, pues sirve para modelizar la
evaporacién de combustibles en carburadores (motores de gasolina), inyectores en cdmara
cerrada (motores de gasolina y de gasoil), inyectores en cdmara abierta (turbinas de gas,
calderas y hornos), asi como la evaporacién de gotitas de agua (de gran interés en
Meteorologia) y de otras sustancias de interés en procesos quimicos (extincién de fuegos,
secado de leche en polvo, etc).

Con las mismas hipétesis del apartado anterior, y la geometria de la Fig. 11.6, las ecuaciones
de conservacién de la masa y las especies dan:

?+V-(p§)=0 = vr2:cte=v0r02 (11.31)
1
r

que, con ayuda de las condiciones de contorno impuestas:

(1)
Hpr, =Yo =My, P o Hr 00 = Yoo (11.33)
da lugar a los siguientes resultados:
£
1- - 1- d
n—Yo - Yoo 1Z¥ _ yo)’ Lo P, =% q139)
-y, D -y, 1=y dt Piguido T

De esta udltima expresion se deduce que el drea de la gota disminuye linealmente con el
tiempo. En el limite y<<1 (que es vdlido si las temperaturas no son muy altas), v,=
Di(yo—yeo)ro, €l perfil de concentracién decae hiperbodlicamente, y el tiempo que tarda en
evaporarse toda la gota (Langmuir-19184) es:

. 1 Pliquido 2
evap 2D, (yo — }’m) P) 0 (11.35)

Fig. 11.6. Perfil de concentracién de vapor de liquido en la evaporacion estacionaria
de una gota en aire en calma (‘y’ es la fraccién mésica).

4. Langmuir, I, Phys. Rev. 12, p 368, 1918.
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Para el balance energético se procede como en (11.29), obteniéndose:

ar 1 d ar 2 2dT 4.
pvcpmpw?i;—=kr—2;(r2-d—r) — on’ocpw,,,,(T_To)=kr E_roqo (11.36)

donde se ha tenido en cuenta que vr2=cte. Integrando otra vez, se obtiene:

PYCpg (T = To) | _ PV, Y e (11.37)
. o 0
a k To

In|1+

habiendo hecho la misma linealizacién que en (11.30), aunque en este caso el perfil de
temperaturas a que da lugar ya no varfa linealmente sino hiperbdlicamente con el radio.
Como se ha supuesto conocidas las condiciones de contorno en concentraciones, se ha
determinado v, con (11.34), y con (11.37) se determinaria el salto de temperaturas. Si se
suponen conocidas las condiciones de contorno térmicas, de (11.37) se obtendria v, y de
(11.34) la diferencia de concentracién. En ambos casos hay que tener presente el equilibrio
en la interfase, dado por la primera relacién en (11.27). El tiempo que tarda la gota en
evaporarse totalmente viene dado por (11.35), aunque puede ponerse en funcién del salto de
temperaturas en lugar del de concentraciones. Si no es apropiada la linealizacién asumida en
(11.35), p.e. porque las temperaturas son altas, puede usarse:

pliquido 2 pliquia'o 2
——————p r, ) r,
Levap = =y & ¢, (T.-T) (11.38)
2Diln{ 1+=>"—2| 2 In| 1+ 22~
1 - yo pcpvapar tv

En la Fig. 11.7 se representa la temperatura que alcanza el liquido en una gota de agua en
presencia de una atmésfera de aire, y el tiempo que tarda en evaporarse hasta la mitad del
radio, en funcién de la humedad relativa ambiente.

hya [0 Titg.eq
200 s 20 °C
150 s
100 s 10 °C
50s

0 0,5 ) 1

Fig. 11.7. Evaporacion por difusién de una gota de agua pura de 0,1 mm de radio en aire en calma a 20 °C. La
temperatura del liquido en el equilibrio de enfriamiento por evaporacién Ty ¢4 s independiente del
radio, y el tiempo que tarda en disminuir el tamafio a la mitad ¢1 es proporcional al cuadrado del
radio (p.e. para un radio de | mm, con ¢g=0, el iempo pasa a ser de 5000 s).
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RECAPITULACION

Se presentan los tres mecanismos cldsicos de transmisién de calor: conduccidn,
conveccién y radiacién y las leyes bdsicas que los rigen: ley de Fourier, ley de Newton y
ley de Stefan-Boltzmann.

2. Con ayuda del balance energético y la ley de Fourier se deduce la ecuacién del calor,
dT/ot = aV2T, analizando en detalle sus diferentes condiciones de contorno.

3. Se estudian los problemas elementales de conduccién unidimensional y estacionaria en
pared plana, cilindrica y esférica, y en particular el fenémeno del radio critico de
aislamiento.

4. Se presentan algunos problemas elementales de conduccién unidimensional no
estacionaria (excitacién periédica y en escalén), de tanta importancia prictica (y para la
metrologia térmica).

5. Se da una descripcién general de los métodos numéricos que en la realidad se usan para
resolver todos los problemas précticos de conduccién.

6. Se analiza el problema de la difusion de especies en una mezcla con gradientes de
concentracion, y se ve que es matematicamente semejante al de la conduccidn de calor.

7. Se resuelven dos problemas sencillos de transferencia de masa: la difusién
unidimensional plana y la esférica.

PROBLEMAS

11.1. Determinar el flujo de calor y el perfil de temperatura en una pared plana compuesta

Sol.:

de 10 cm de ladrillo de k=0,5 W.m1.K-! y 1 cm de chapa de hierro de k=50
W.m-1.K-1, sabiendo que las temperaturas extremas son de 1200 K en el lado del
ladrillo y de 300 K en el otro lado.

g=45 kW/m2, T=309 K.

11.2.  Determinar el flujo de calor y el perfil de temperatura en una pared plana compuesta

Sol.:

que representa el suelo de una bodega de un buque frigorifico de 5 mm de hierro de
espesor del casco, 10 mm de cdmara de aire, 20 mm de espesor de madera, 30 mm de
espesor de corcho y 1 mm de pared de cinc, sabiendo que el agua estd a 10 °C y la
bodega a —20 °C.

G=26,5 kW/m?2, las temperaturas en las interfases son 10; 10; —6; 9,5 y 20 °C.

11.3.  Una varilla cilindrica de 1 ¢cm de didmetro estd rodeada de un bafio térmico a 130 °C.

Sol.:

El material de la varilla, de £=0,5 W.m"1.K-1, estd sufriendo un proceso reactivo que
libera 10 W/cm3. Determinar el perfil de temperatura.
q=50 kW/m?2, perfil parabélico con el maximo T,=255 °C en el centro.
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11.4.

Sol.:

11.5.

Sol.:

11.6.

a)
b)
c)
d)

Sol.:

11.7.

Sol.:

11.8.

b)
c)

Sol.:

Para mover un eje a 1000 rpm en un cojinete de friccién, de bronce, de 60 mm de
agujero, 100 mm de didmetro exterior y 500 mm de ancho, se necesita un par de 10
N.m para vencer el rozamiento. Calcular la potencia consumida y el perfil de
temperatura en funcién de la temperatura exterior.

q=1,77 kW/m2, AT=-0,9 °C.

Una aleta rectangular de aluminio tiene 5 mm de espesor, S0 mm de longitud y 100
mm de anchura. La temperatura en la raiz es de 130 °C y el coeficiente de
conveccién con el aire atmosférico es A=50 W.m2K-1. Determinar el perfil de
temperatura, ¢l flujo de calor y el rendimiento de aleta.

0=56 W, 11=0,92.

Se trata de calcular el perfil de temperatura en una varilla de aluminio de 30 cm de
longitud y 3 mm de didmetro, uno de cuyos extremos estd en contacto con aceite
hirviendo a 200 °C, en una atmdsfera a 20 °C con la cual se estima que el coeficiente
de conveccidn térmica es de 15 W.m2K-1. Se pide:

Establecer el balance energético de un trozo de varilla.

Determinar analiticamente el perfil de temperatura y el flujo total de calor.

Calcular la temperatura en el otro extremo y el flujo total de calor.

Generacién de entropia

d?T/dx2-(hplkA)(T-Too)=0; b) (T-T.o)/(T,-To)=coshmx-tanhmL.senhmx, Q=kA(T,~T..)
.m.tanhmL, con m?=(hp)/(kA); ¢) T;=38 °C, 0=2,5 W.

Para estudiar la influencia de la vestimenta sobre la transmisién de calor del cuerpo
humano se propone el siguiente ejercicio. Determinar la masa de aislante necesario
para mantener un cilindro vertical de 1,7 m de altura y 30 cm de didmetro a 20 °C por
encima de la temperatura ambiente, sabiendo que debe disipar 100 W, para los casos
de lana (k=0,05 W.m'L.K-1, p=100 kg.m-3) como modelo del pelo, y cuero (k=0,15
W.m1.K-1, p=1000 kg.m-3) como modelo de la piel. Supéngase que la transmisién de
calor en el aire puede variar desde 5 W.m2.K-! hasta 100 W.m2.K-! si hay viento.
Para h=35, €cuero=18 mm, meyer;=29 kg, €igns=6 mm, my,,=1 kg; para h=100,
Ccuero=48 MM, Mcyero=17 Kg, €1ang=16 mm, mygne=2,5 kg.

La pared de un horno de tratamientos térmicos tiene una conductividad térmica k=0,7
W.m-2.K-1, una densidad p=1200 kg.m-3, una capacidad térmica ¢=1130 J.kg-1.K-1
y 20 cm de espesor. Para un cierto proceso se necesita que la temperatura interior
varie ciclicamente entre 100 °C y 750 °C cada 3 horas. Se pide:

Modelizacién del problema.

Amplitud de la variacién de temperatura en la cara externa.

Retraso de la onda térmica.

a) se supone proceso periédico (cada 6 horas) y variacién sinusoidal, y pared
térmicamente gruesa, despreciando la influencia externa;

b) AT = AT, exp[—x / 1}—6—1—1—}22 °C;
n
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11.9.

a)
b)
c)
Sol.:

11.10.

b)

c)
d)

€)

Sol.:

11.11.

a)
b)

c)
Sol.:

11.12.

a)
b)
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o) ar=x/ 2" 325,
T

Por un hilo de acero de resistividad eléctrica 7.10-7 Q.m y 1 mm de didmetro se hace
pasar una corriente eléctrica de 2 A. El hilo estd forrado de un aislante de 1 mm de
espesor y k=1 W.m~1.K-1, y la conveccién con el aire atmosférico es de h=5
W.m—2.K-1, Se pide:

Generacidn de calor por unidad de volumen.

Flujo radial de calor.

Perfil de temperaturas.

a) ¢=4,6.106 W.m=3; b) Q/L=3,6 W/m; ¢) T;,=365 K, T,.,=364,4 K.

Se trata de dimensionar el aislamiento de un tanque de almacenamiento de gas
natural licuado (GNL, pgn =500 kg/m3) de 20 000 toneladas de capacidad, a presién
atmosférica, para que la vaporizacién por transmision de calor desde el ambiente no
supere el 0,04% por dia. Para minimizar estas pérdidas se va a adoptar una forma
cilindrica de drea minima (de radio R=(V/2x)!/3, siendo V el volumen, que ha de ser
un 20% mayor que ¢l ocupado por el GNL).

El aislante de la base es principalmente (aparte del soporte estructural) lana de vidrio
de £=0,04 W.m-1. K-1 y 70 cm de espesor, y el de las paredes y el techo es perlita de
k=0,03 W.m-1.K-1. Se pide:

Diferencia de temperatura entre el exterior y el interior.

Midximo flujo de calor admisible.

Flujo de calor por el suelo.

Espesor requerido de aislante en paredes y techo.

Repetir ¢) afadiendo el efecto de la vasija donde estd realmente contenido el GNL,
que es un vaso abierto de 50 cm de espesor .de hormigén.

Repetir d) con el efecto del hormigén.

a) Tnr=112 K, T4np=288 K; b) 0=51,4 kW; ¢) Qsueto=12,3 kW; d) €=0,82 m; e)
O sueto=12,1 kW; ) €=0,82 m.

Una pared de hormigén de 0,5 m de espesor estd en una atmdsfera a 300 K y a partir
de un cierto instante empieza a recibir una irradiacién de 500 W/m? que absorve en
su totalidad. Se pide:

Perfil de temperatura estacionario suponiendo que las pérdidas son por conveccion
con h=10 W.m2.K-1,

Perfil de temperatura estacionario suponiendo que las pérdidas son por conveccidn
con A=10 W.m2K-1y por radiacién como cuerpo negro.

Evolucién del perfil de temperatura en régimen transitorio.

a) T1=306,4 K, T,=343,2 K; b) T1=305,4 K, T»=339,0 K.

Considérese una fuente volumétrica de energia de intensidad ¢ = ¢, exp[ﬁ(T —To)]
por unidad de volumen. Determinar bajo qué condiciones se alcanzaria un régimen
estacionario cuando el contorno estd a T, en los casos siguientes:

Pared plana de espesor L y conductividad .

Cilindro de radio R y conductividad &.
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)
Sol.:

11.13.

Sol.:

11.14.

Sol.:

11.15.

a)
b)

)]
d)

Sol.:

11.16.

Esfera de radior R y conductividad k.
a) PoSL%k=0,88; b) 9,SR2k=2; ¢) 9 ,SR%k=3,32.

El nicleo de un reactor nuclear consta de varillas cilindricas de éxido de uranio de
conductividad térmica k=2 W.m-1.K-1y 1 cm de didmetro, que liberan 108 W.m=3 de
energia nuclear, encapsuladas en una vaina cerdmica de 2 mm de espesor y k=20
W.m~1.K-1, El coeficiente de conveccién forzada con el agua es de 5 kW.m—2K-1,
Determinar el perfil radial de temperatura en la varilla.

AT1=312 K, AT12=21 K, AT1,=36 K.

Se trata del estudio del perfil de temperatura en régimen periédico en un estanque de
agua en reposo, en contacto con una atmdsfera gaseosa cuya temperatura varia segin
la ley Tw=T,,+ATsen(2m/t), con T,,=5 °C y un coeficiente de conveccién h=10
W.m-2.K-1, en funcién de AT y 7. En particular, se desea conocer el AT minimo para
la formacidn de hielo en los casos 7=1 hora, =1 dia y 7=1 mes.

AT pora=37 °C, AT 41,=11 °C, AT =6 °C.

El modelo de transmisién de calor para el calentamiento de agua en una olla de
aluminio sobre una placa de hierro (cocina) expuesta a la llama de un hogar es el
siguiente. Se supone flujo unidimensional (vertical); la parte inferior del hierro se
supone a 600 °C, el espesor de hierro es de 5 mm y su conductividad k=50
W.m-1.K~1; debido al mal contacto fisico entre la placa y la olla, se supone que existe
una capa de 50 um de aire (k=0,02 W.m-1.K-1) entre ellas; el espesor de aluminio de
la olla es de 2 mm y su conductividad =200 W.m-1.K-1; el coeficiente de
conveccidn térmica con el agua, que estd en ebullicién con una temperatura lejos del
fondo de 100 °C, se supone que es de 4000 W.m—2.K-1. Se pide:
Esquema del perfil de temperatura.
Cdlculo del flujo unitario de calor.
Cailculo de las temperaturas intermedias.
Correccién correspondiente a tomar una dependencia de la forma k/TY2=cte para la
conductividad del aire.
b) ¢=175 kW/m?;, ¢) T1=582,5 °C, T,=145,5 °C, T3=143,7 °C; d) kgire(20 °C)=0,02
W.m-LK-1, kg o(T1)=0,034 W.m~1.K-1, ku;e(T2)=0,024 W.m~1.K-1, por lo que se
puede tomar un valor medio de 0,029 W.m-1.K-1 y volver a resolver, obteniéndose
=234 kW/m2, T\=576 °C, T,=162 °C,y T3=160 °C, o bien resolver el problema con
k variable:

0 _600-T, T1*-T)? T,-T, T3-100

A 0,005 ~ 30,00005 /353 T70,002 T 1

293
50 2 0,02 200 4000

Se trata de analizar el régimen estacionario de una instalacién de agua caliente
sanitaria que consta de un calentador, donde la corriente de agua recibe 20 kW, y de
una tuberia de 1 cm de didmetro y 10 m de longitud cuya transmitancia térmica
global con el cambiente se supone que es U = 200 W.m-2K-1 referido al drea del
tubo. Se pide:
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a) Temperatura de salida del calentador, T (en funcidn del gasto mdsico de agua).

b) Perfil de temperatura a lo largo del conducto.

c) Temperatura de salida del conducto, 75.

d) Gasto mdsico que darfa maxima temperatura de salida del conducto y valor de ésta.
e) Comentar la viabilidad y conveniencia del punto de trabajo anterior.

Sol. aT;=T,+ 0/ (mc ) = 288 + 20000/(m .4200), con m en kg/s y T en K [ver Fig.
P-11.16}; b) T(x) = T, + [Q/(mc )lexp[- h7er/(ch)] ¢c) T, =T, +
[Q / (mc )Jexpl- h7rDL/(mc )] [ver Fig. P—ll 16}, d) mIT mix = haDL/c, =
200.7.0, 01 10/4200 = 0015 kgls, Tomax = To + Q/(h7rDLe) = 288 +
20000/(200.7.0,01.10.¢) = 405 K; e) Como la presién de suministro doméstico es del
orden de 0,3 MPa, la T; habrd de ser menor de T, = 410 K y la T, correspondiente
serd menor de 370 K, aunque realmente no se necesitard que sea mayor de unos
330 K y sf se deseard mds caudal, asi que el punto de trabajo puede ser el To = 330 K
y m = 0,09 kg/s (5,5 litros por minuto de agua a 57 °C).

150
T [°C]

100 \Tl

T,
50

TO
0

0 0,05 010 0,15
m [kg/s]
Fig. P-11.16

11.17. Estimar el tiempo que tardaria en evaporarse 1 cm de alcohol etilico en el fondo de
un tubo de ensayo de 1 cm de didmetro y 10 cm de altura. Datos: D;=10-5 m?/s,
Pvapor=10 kPa, py; = 790 kg/m3,

Sol.:  t=136 horas.

11.18. En un cilindro vertical cerrado por ambos extremos y con una vdlvula intermedia
(célula de Loschmidt), se ha dispuesto un gas ligero en la mitad superior y uno mds
pesado en la mitad inferior. Determinar la evolucién del perfil de concentraciones al
abrir la vdlvula que separa ambos gases.

Sol.:  y..=sen(mx/L), siendo x=0 el punto medio y L la longitud total del tubo.




